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PROLOGO

En el dindmico campo de la ingenieria, disefiar, optimizar y mejorar
procesos, productos y sistemas es esencial para el avance tecnologico y
econdmico. El disefio experimental es una herramienta crucial para
enfrentar estos desafios con un enfoque meticuloso y sistematico,

fundamentado en principios matematicos y conceptuales solidos.

El libro "Fundamentos Matematicos de Disefio Experimental para
Ingenieria" busca llenar un vacio en la literatura técnica, integrando
principios matematicos y econométricos aplicados al disefio
experimental. Esta obra ofrece una base tedrica solida y aplicaciones

practicas que conectan con los desafios cotidianos de los ingenieros.

Los lectores encontraran una rica interseccion entre teoria y practica,
con ejemplos concretos que demuestran cémo los principios
matematicos y econométricos pueden resolver problemas reales en

ingenieria.

Esperamos que este libro no solo brinde conocimientos técnicos, sino
que también inspire una mentalidad analitica y critica, equipando a los
ingenieros con las habilidades necesarias para enfrentar y superar los

desafios futuros con confianza y eficacia.

Agradecemos a los lectores por embarcarse en este viaje de
conocimiento y descubrimiento, y esperamos que esta obra se
convierta en un recurso valioso y una fuente de inspiracion en su

desarrollo profesional y académico.

Los autores
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INTRODUCCION

En el vasto campo de la ingenieria, el disefio experimental se erige
como una herramienta fundamental para el desarrollo y la optimizacion
de procesos, productos y sistemas. Sin embargo, su eficacia y
aplicabilidad dependen en gran medida de un sélido fundamento
matematico y conceptual que permita comprender, analizar y aplicar

los principios subyacentes de manera precisa y efectiva.

Este libro, "Fundamentos Matematicos de Disefio Experimental para
Ingenieria", se adentra en los cimientos tedricos y practicos que
sustentan la disciplina del disefio experimental, enfocandose
particularmente en su interseccion con la econometria, una rama de las
ciencias econdmicas que emplea métodos matematicos y estadisticos

para analizar y predecir fendmenos econémicos.

El contenido de este libro abarca una variedad de temas esenciales para
comprender y aplicar el disefio experimental en contextos ingenieriles,
desde conceptos basicos de econometria hasta técnicas avanzadas de
analisis y modelado. A través de una estructura organizada en
capitulos, los lectores seran guiados desde los fundamentos
conceptuales hasta la aplicaciéon practica de modelos matematicos-

econométricos en el contexto ingenieril.

El Capitulo I introduce los conceptos esenciales de econometria,
explorando la naturaleza de los modelos, el proceso de construccion y
estimacion, asi como la clasificacion de modelos y relaciones

economicas.
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En el Capitulo II se profundiza en el analisis econométrico, abordando
conceptos clave como el gradiente, la interpretacion geométrica, la
derivada direccional y la direccion de méaximo y minimo,
acompafiados de ejercicios resueltos que consolidan la comprension de

estos temas.

El Capitulo III se adentra en los maximos y minimos locales, desde la
identificacion de puntos criticos hasta la aplicacion del teorema de
multiplicadores de  Lagrange, proporcionando  herramientas

fundamentales para la optimizacion de sistemas ingenieriles.

El Capitulo IV se centra en el calculo de integrales dobles, explorando
areas como el teorema de cambio de variable, el jacoviano y
aplicaciones especificas en campos escalares y vectoriales, todo ello
con relevancia directa en la modelizacion y andlisis de fendmenos

ingenieriles.

El Capitulo V cierra el texto con un enfoque en modelos de regresion,
presentando técnicas como minimos cuadrados ordinarios y su
aplicacion en modelos matematicos-econométricos lineales,
cuadraticos y cubicos, destacando su utilidad en la prediccion y

optimizacion de sistemas ingenieriles.

A lo largo de este libro, se entrelazan los principios tedricos con
ejemplos practicos y aplicaciones ingenieriles, con el objetivo de
proporcionar a los lectores una comprension profunda y una base
solida para abordar desafios reales en el ambito del disefo

experimental en ingenieria.

Con esta obra, se busca no solo brindar conocimientos técnicos, sino
también cultivar una mentalidad analitica y critica que permita a los

ingenieros abordar problemas complejos con confianza y eficacia.
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CAPITULO I

ECONOMETRIA

1.1. Naturaleza y campo de econometria

La experiencia acumulada en el ejercicio de la docencia y aplicacion
de técnicas econométricas a problemas concretos, parecen indicar que
este capitulo puede ser muy importante para los estudiantes que se
inician en econometria, al menos desde una perspectiva didactica,
puesto que aqui se presentan las bases conceptuales de los métodos

econométricos.

Etimologicamente se trata de una palabra compuesta por el vocablo
griego econo, significa economia y metria, significa medir. Es decir, su
significado literal es medir la economia, proporcionar las técnicas y
métodos para medir los fendmenos econdmicos. Se trata mas bien de

un conjunto de métodos de estimacion en el sentido amplio.

Este conjunto de técnicas tiene en comun que estan basadas en
modelos que se rigen por las leyes de las probabilidades. En otras
palabras, la econometria es un conjunto de técnicas para la medicion
probabilistica de los fendmenos econdomicos. No obstante, la medicion
no lo es todo, su interpretacion esta estrechamente ligada al analisis

econdmico.

(Como se pueden definir los limites tedricos de esta actividad

cientifica?

Algunas opiniones al respecto son de Martinez (1974) que afirma «la
econometria es la rama del conocimiento humano que se encuentra
entre los limites de la economia y la estadistica», Theil (1978) sostiene

que «la econometria es la aplicacion de métodos estadisticos y datos

12



estadisticos a los problemas en economia, administracion de empresas,
etc.»; por su parte, Johnston (1963) dice «el rol esencial de la
econometria es la estimacion y prueba de modelos econdmicosy,
Samuelson, Koopmans y Stone (1954) consideran que es «...el analisis
cuantitativo de fendémenos econdémicos del mundo real a partir del
desarrollo concurrente de la teoria y la observacion, relacionados

mediante métodos apropiados de inferencia...».

Sin embargo, el objetivo fundamental de la econometria consiste
entonces en proporcionar los elementos de andlisis cuantitativo para
explicar el comportamiento de variables econdmicas observadas y

pronosticar aquellas no observadas.

De esta manera, la econometria se convierte en un instrumento eficaz

para:

» Estimar relaciones econoémicas de interés
» Evaluar politicas (analisis de intervencion)

» Hacer proyecciones

Dos son las disciplinas cientificas que fundamentan el trabajo
econométrico: la estadistica y la economia. Esto es sin desconocer el

importante papel que juega el computo para su desarrollo.
Graficamente se representa como:

Figura 1.1 Disciplinas cientificas que fundamentan el trabajo econométrico

MATEMATI \ /[ TEORIA ]
estADsTIC |—> (_SCONOMET

/v \[ ECONOMIA ]
COMPUTO
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Fuente: (Gujarati, D. N. y Porter, D. C. 2010).

La econometria se divide en las categorias siguientes:

Figura 1.2 Categorias de la econometria

Econometria
| |
Tedrica Aplicada
| . | .
Clasica Bayesiana Clasica Bayesiana

Fuente: (Gujarati, D. N. y Porter, D. C. 2010).

1.2. Concepto de modelo en econometria

La palabra «modelo» es quizas uno de los vocablos mas empleados en
econometria. Es un concepto estructurador dentro de esta disciplina y
por ello merece una atencién especial. Para Malinvaud (1963) un
modelo consiste en la representacion formal de ideas o de
conocimientos relativos a un fenomeno. Christ (1973) sostiene que un
modelo es un conjunto de proposiciones a priori. Para Johnston (1963)

todos los modelos econdmicos tienen ciertas caracteristicas en comun:

a. El comportamiento de las variables economicas esta
determinado por la accidén conjunta y simultdnea de ciertas
relaciones econdmicas.

b. El modelo es una simplificacion de complejo real, capta lo

fundamental del sector econémico en estudio.
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El concepto de modelo, como representacion ideal de la realidad, se
utiliza también en el analisis de muchas disciplinas. Por ejemplo,
existen modelos fisicos que intentan representar fendémenos como el de

la dilatacion de los cuerpos al aumentar la temperatura.

Al respecto, la fisica proporciona una teoria que explica por qué los
cuerpos se dilatan al aumentar la temperatura, pero también existe un
modelo matematico que lo mide y establece que la longitud final de un
cuerpo  Lf es igual a la longitud inicial L; maés un pequefio
crecimiento por el incremento de la temperatura At de acuerdo con el

coeficiente de dilatacion especifico A:
L¢ = Li(1 + AAY)

Notese en este ejemplo la diferencia entre la explicacion tedrica causal
que vincula la dilatacion de los cuerpos con el cambio en la
temperatura y su explicacion molecular, con el modelo matematico que
lo mide. Un modelo econdomico utilizado frecuentemente es la
demanda de un bien o satisfactor. La teoria econdmica establece que la
demanda de un bien estd en funcion inversa de su precio, por una
implicancia directa que sostiene la teoria econdmica respecto al
comportamiento racional del consumidor. Este fenomeno econdmico

se puede representar por una funcion lineal de la siguiente forma:
Q =a —pP

Donde,

Q: Cantidad de demanda

a: Coeficiente intercepto

BP: Precio del bien

15
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El signo negativo de a representa el supuesto de racionalidad del
consumidor, pues si aumenta el precio de un bien, disminuye la

cantidad demandada.

Los modelos puestos como ejemplo se han definido como modelos
deterministicos porque las variables guardan una relacion exacta. Es
decir, conociendo una de ellas se puede calcular exactamente el valor
de la otra. Sin embargo, en la representacion real del fenomeno, el
modelo nunca es capaz de captar todos los factores que inciden en su

ocurrencia, solo incluye aquellos aspectos de interés parcial.

Por ello, se dice que el modelo representa a la realidad con error. La
fuente de este error radica precisamente en i) la omision de otras
variables o factores relevantes o no, que intervienen en el fenémeno vy,

naturalmente, en ii) el error de medida.

Con base en esto, es necesario incluir un término que indique el error
cometido por el modelo al representar la realidad. En econometria este
término se denomina error aleatorio o perturbacion y generalmente se
representa por alguna letra griega €. Por consiguiente, el modelo de
demanda mencionado se convierte en un modelo econométrico al

agregarle el término error:
Q=a —BP +c¢

Todo modelo econométrico debe tener un error aleatorio; caso
contrario, no es un modelo econométrico. Los modelos de
programacion lineal o, en general la economia matematica, no

constituyen modelos econométricos.

16
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1.3. Diferencia entre un modelo econométrico y un modelo

deterministico

Para ilustrar esta diferencia supdngase la siguiente ecuacion de

demanda como modelo deterministico:

Qt (Tiempo:Ano,mes,decada,etcetera)

=10 - O-Spt (Tiempo:Ano,mes,decada,etcetera)

Con esta ecuacion, es posible entonces construir una tabla dando

valores a P y calculando el correspondiente de Qy:

Tabla 1.1. Calculo de la Cantidad de demanda

Q | B
0 | 20
1 | 18
2 | 16
3| 14
4 | 12
5110
6 | 8
716
8 | 4
9 | 2

La tablal.l muestra que cuando el precio del bien es 20 su demanda
por parte del publico es cero, cuando el precio baja a 18 se demanda 1

unidad, cuando baja a 16 se demandan 2 unidades, etc.

Claramente se ve que a medida que el precio disminuye aumenta la

demanda del bien en cuestion, tal como se puede esperar por el

17
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comportamiento racional de los consumidores. Esta relacion

deterministica se puede apreciar en la Figura 1.3.

Figura 1.3 Cantidad de Demanda

Cantidad Demandada

25
20
15

10

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Cantidad demanda de bien o servicio (Qt)

Precio de bien o servicio (Pt)
(9]

Fuente: Adaptado (Gujarati, D. N. y Porter, D. C. 2010).

Figura 1.4 Cantidad de Demanda

Cantidad Demandada

servicio (Qt)

20 18 16 14 12 10 8 6 4 2
Precio de bien o servio (Pt)

Cantidad Demandada de bien o

Fuente: Adaptado (Gujarati, D. N. y Porter, D. C. 2010).

Por su parte, para construir un modelo estocastico o aleatorio de la
demanda se debe incluir un término error aleatorio, para convertirlo en

modelo econométrico.

18
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De esta manera la Tabla 1.1 se veria asi:

Tabla 1.2. Cantidad de demanda

P Prob
0.25
0.50
0.25
0.25
0.50
0.25
0.25
0.50
0.25
0.25
0.50
0.25
0.25
0.50
0.25
0.25
0.50
0.25
0.25
0.50
0.25
0.25
0.50
0.25
0.25
0.50
0.25

=

18

16

14

12

10

O| X[ O] X[ QX[ QA N[ QN[N N[N B[N BR[W]|R[WIN W= —]O

—_—
(e}

La tabla 1.2 indica que, para cada nivel de precio, la demanda se
comporta aleatoriamente. Por ejemplo, cuando el precio del bien es de
16 pesos, se pueden comprar 1 bien con 0.25 de probabilidad, 2 bienes
con 0.5 de probabilidad o 3 bienes con 0.25 de probabilidad. Notese
que la respuesta no es deterministica, sino que fluctua alrededor de una

media.
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La representacion grafica de este modelo econométrico se puede ver a

continuacion:
Figura 1.5 Cantidad de Demandada en forma probabilistica

Cantidad Demandada en Forma Probabilistica

20 18
g 20
g 15
.8
5 10
o
g 5
S 0
S o 1 2 3 4 5 6 71 8 9
g Cantidad demandada de bien o servicio (Qt)
&

Fuente: Adaptado (Gujarati, D. N. y Porter, D. C. 2010).

Figura 1.6 Cantidad de Demandada en forma probabilistica

Cantidad Demandada en Forma Probabilistica

12
o
5 10
o 8
FO ~
[T~
EL
=8 ¢
5t 2
A2
2 0
2 o, 20 18 16 14 12 10 8 6 4 2
5 Precio de bien o servio (Pt)

Fuente: Adaptado (Gujarati, D. N. y Porter, D. C. 2010).

En este ejemplo se supuso que para cada nivel de precio el error
aleatorio € puede tomar los valores -1, 0 y 1 con las probabilidades ya

anotadas.

Por tanto, su funcion de distribucion seria:
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g | f(er)
-1 0.25
0 0.50
1 0.25

Figura 1.7 Distribucion del término error

050 1
0401
0301
0201
010
0.00

-1 0 1
VALOR DELTERMINO ERROR

Fuente: Gujarati, D. N. y Porter, D. C. 2010.

Claro estd que en este ejemplo se conoce el error aleatorio y su
comportamiento, pero generalmente estos son aspectos desconocidos;
por ello, se tienen que hacer supuestos en relacion con el

comportamiento del término error y que se veran mas adelante.

Facilmente se puede demostrar que la media del término error es igual

a cero:
E(g) = —1%(0.25) + 0% (0.25) + 1% (0.25) =0
Y, por definicion, su varianza es:
Var(g,) = E[e — E(¢)]? siendo E(¢) = 0

Var(e,) = E(e2) = (—12 * 0.25) + (02 % 0.25) + (12 % 0.25) = 0.50
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La varianza del término error es la misma para todos los niveles de
precios, este es el concepto de «homocedasticidad» que ocupa un lugar

destacado en el analisis econométrico.

También, es util para mostrar que la variable Q tiene una media
esperada que depende del valor de P y que su varianza es constante y
es la misma que la del término error. Q y € tienen la misma
distribucion, aunque € se centra alrededor de 0 y Q alrededor del valor

esperado condicionado a P.

1.4. Proceso de construccion y estimacion de modelos

El proceso econométrico se puede definir como una secuencia de pasos
en la construccion y estimacion de modelos. Evidentemente, existe una
interaccion entre los hechos, concretizados en datos y la teoria que los
vincula e interpreta. Este es el punto de partida en la construccion de
modelos. Hay dos vertientes en la construccidon que interactian y que

conducen a la especificacion del modelo.

Estas vertientes convergen con la teoria estadistica para especificar y

estimar el modelo para su posterior utilizacion.

1.5. Tipos de relaciones econémicas

En los modelos econométricos pueden intervenir diferentes
modalidades de relaciones econdmicas. Son éstas las bases sobre las

que se construyen los modelos y pueden ser:

a) Relaciones de comportamiento. Tipicamente representan el
comportamiento de los agentes econdmicos; por ejemplo:

demanda, oferta, ahorro, inversion, etcétera.
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b)

Ejemplo:
C(Consumo) =Bo + BlY(Ingreso)

Relaciones técnicas. Se trata de relaciones que representan
procesos productivos en que no interviene el comportamiento
de los agentes econdmicos.

El modelo multiplicativo tipo Cobb-Douglas es un ejemplo

clasico:

— a b
l)(Produccion total) — CK(Capital economico) + L(Mano de obra)

Definiciones, identidades o relaciones de equilibrio. Son
aquellas relaciones en las cuales no hay coeficientes
desconocidos a estimar. Generalmente no tienen término error.
Ejemplo:
1) Valor monetario =
P(Precio del bien) X Q(Canidad consumida)
2) Valor monetario = Capital total — deudas
3) Inversion neta = Cambios en stock de capital
4) Consumo aparente = produccion interna +
importaciones — exportaciones — reservas
5) Relacion de equilibrio: oferta = demanda

6) Definicion institucional: IVA = 0.15 Ventas

Estas relaciones anotadas pueden ser estaticas o dinamicas, sea que se

tome en cuenta o no el factor tiempo. También, pueden referirse a todo

un sistema economico, en forma agregada y, por tanto, seran macro

relaciones. Si se refieren a ambitos mas reducidos a nivel regional o

local, industria o empresa, se llamaran micro relaciones.
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1.6. Tipos de variables que intervienen en un modelo

econométrico

Al desarrollar un modelo econométrico surge una distincion
fundamental en relacién con las variables que intervienen en el
modelo. Sabemos que el objetivo del modelo es representar un
fenomeno economico particular, por ello sus variables deben estar
estrictamente vinculadas a ¢€l, pero algunas de estas variables estan
simultaneamente determinadas al interior del sistema econdémico que

se esta representando y otras «vienen de afuera» por asi decirlo.

A las variables determinadas internamente y sobre las cuales se esta
interesado en estudiar su comportamiento, se les denomina variables
dependientes, explicadas o endogenas. En cambio, aquellas variables
que estan determinadas fuera del sistema en estudio se llaman
variables independientes, explicativas o exdgenas. Estas ultimas
pueden ser exodgenas propiamente como tal o variables endogenas

rezagadas en el tiempo (predeterminadas).
Ejemplo:

Dt(Demanda en tiempo)
= g + o1 Pt (Precio en tiempo)

+ It (Ingreso en tiempo) + & (Error en tiempo)

Ot(Oferta en tiempo)
= Bo + B1R (Precio en tiempo)
+ BZPt—l (Variable prederminada)

+ vy (Error en tiempo)
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Relacion de equilibrio: Oyoferta en tiempo)

= Dt(Demanda en tiempo)

La cantidad ofertada y demandada, asi como el precio, estin
simultaneamente determinados y, por tanto, son variables enddgenas.
En cambio, el ingreso de las personas estd determinado en un sistema
econdmico mas amplio y, en consecuencia, constituye una variable

predeterminada, en este caso, exogena.

En los modelos uniecuacionales, las variables endogenas deben
aparecer solo en el lado derecho de las ecuaciones. Todas estas son
variables observadas, PCro &t (Error entiempo) Y Vt(Errorentiempo) SOI
errores aleatorios, pero son variables no observadas en el modelo. Sin
embargo, el analisis de residuos es una técnica matematica que permite

estudiar a profundidad los errores.

1.7. Tipos de modelos econométricos

1.7.1. Modelos uniecuacionales

La estrategia mas comun en el analisis econdmico empirico consiste en
la especificacion de un modelo uniecuacional para luego estimar sus
coeficientes utilizando la informaciéon de una muestra, sea serie de
tiempo o proveniente de informacion cruzada. Una de las variables se
define como dependiente y se supone que estd determinada por una o
por un conjunto de variables explicativas independientes. Por ejemplo,

se puede establecer el siguiente modelo:

l:)(Produccion total)

— a b
- dK(Capital economico) + L(Mano de obra)

+ T(CTierra)
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1.7.2. Modelos de ecuaciones simultaneas.

Un Modelo de Ecuaciones Simultdneas (M.E.S.) es un conjunto de
ecuaciones de regresion donde existe influencia simultanea entre

variables y ecuaciones.

De acuerdo con Zill y Wright (2011), el método de Integracion de
Fracciones Parciales implica que cuando se suman dos funciones

racionales, como:

_ 2 _ 1
800 = =y h(9) = =7

Los términos se combinan por medio de un denominador comun:

() +h() = o+ —== () + L(32),

(x+5) (X+1)_-X+5 x+1 x+1 \x+5

Tal que al sumar denominadores en el miembro derecho de esta

3x+7

ecuacion se obtiene la funcion racional simple f(x) = eTTo

Suponga que es necesario integrar la funcion f. Por supuesto, la

solucion es evidentemente, pues se usa la igualdad de:

g() +h(x) = -+ =2 (X)) 4 2 (X5

(x+5) (x+1)__x+5 x+1 x+1 \x+5

3x+7

fx) = Gas)orp Para escribir

3x+7 2 1
f—(x+5)(x+1) dx = [ [(x+5) + (x+1)] dx = 2Ln|x + 5| + Ln|x + 1] + C.
Entonces, este ejemplo ilustra un procedimiento para integrar ciertas

P&

funci ional ===
nciones racionales f(x) e

Este método consiste en invertir el proceso de:
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gx) +h(x) = +——= i(il) + i(X+5) es decir,

(x+® (x+1) x+5 \x+1 x+1 \x+5

se empieza con una funcion racional, como:

3x+7 . , .
fx) = Gas)GaD Y S¢ separaen fracciones componentes mas simples
1 . . .
g(x) = (X+5) y h) = D denominadas fracciones parciales,

definido como el proceso algebraico para separar una expresion

3x+7

oo B fracciones parciales mas simples

racional como f(x) =

llamada descomposicion en fracciones parciales; tal que, por

conveniencia, se supondra que la funcion racional f(x) = p( ),q(x) *

0, es una fraccion propia o una expresion racional propia; es decir, el
grado de p(x) < q(x) ni que p(x) y q(X) tienen factores comunes.

P
Q)

polinomio P(x) es < Q(X), caso contrario en que el grado del polinomo P(x)

Nota: Una funcion racional es una fraccion propia si el grado del

es = Q(x) la fraccion se llama impropia que se puede expresar, efectuando

P _

la divisién, como la suma de un polinomio mas una fraccion propia: o =

N; (%)

{Polinomio} + ok

A continuacién, evalua la integral término a término. Existen los

siguientes casos de descomposicion en fracciones parciales:

. . e A C
Factores lineales distintos ( 0 )
ax+b ax+b

Si el denominador q(x) contiene un producto de n factores lineales
distintos  (a;x + b;)(a,x + by)(azx + bs)(azx + by) ... (a,x + by,)
donde a; y b;,i=1,2,3,4,...,n son R = encontrar constantes reales

unicas Cq,Cy, C3,Cy, ...,C, tal que la descomposicion en fracciones
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. _p® . Cq C,
parciales de f(x) = prey contiene la suma axtbD) + axtDD)
C3 C4 Cl’l A1 A2 A3
(agx+bs) = (agx+by,) tet (anx+bp) 0 (a;x+bq) + (azx+by) ~ (agx+bs)

Ay Ap
(agx+by) tet (apx+bp)’

; es decir, la descomposicion en fracciones

parciales que se ha puesto para f contiene una fraccién parcial para

cada uno de los factores lineales a;x + b;.

Ejemplos:

2x+1 A B

e X * o T e

B(x—1)=>2x+1=Ax+3A+Bx—B=

a) Evalué [

=>2x+1=Ax+3)+

Sustituyendo

G)

G)

iguales
2x + 1 P =(4+Bux+ (34 - Bx”
a)2=A+B
Se obtienen las ecuaciones: b)1=3A-8 .
3= 4A > A= %
A en a)ob):B=2—G)=§:> 2x+]

()

3
Por lo tanto, [ —or —dx = [ [% +

(x-1)(x+3) (x+3)
2Lnlx + 3] +C.
. x*4+2-1 __x*+2-1 A B
b) Evalué f 2x3+43x2-2x dx = x(x+2)(2x-1) ~x + x+2

Al(x+2)(2x-D]+B[(x)(2x-1D)]+C[(x) (x+2)] _
x(x+2)(2x—1) -

22x2+3Ax—22+2Bx%—Bx+Cx?+2Cx
x(x+2)(2x—1) -

x-D(x+3)  (x-1)

C
2x—1

(x+3)’

l =3Ln|x— 1| +
4

(22x2+2Bx?+Cx?)+(3Ax-Bx+2Cx)-22 _ x?(22+2B+C)+x(3A-B+2(C)—22

x(x+2)(2x—-1) x(x+2)(2x—1)

> 1x?+2x—1~ (22 + 2B+ 0)x? + (32 — B + 2C)x — 22

~ Se obtienen las ecuaciones:
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a)1=2242B+Cb)2=32—B+2Cyc)—1=—-2A

> A= %, sustituyendo Aena): 1 = 2 G) +2B+C
= C= —2B,

sustituyendo A y C enb): 2 = 3(3) — B + 2(~2B)

B 1
>B=—-——
10
>.C=-2B=-2(-2)=1
249
Por 1lo tanto, IL“ =1Ln|x| - =Lnlx + 2| +
2x3+3x%2-2x 2 10

éLnIZX— 1| +C.

sobre intervalo

Encuentre el area bajo la grafica f(x) = X(x+1)

1 . .y .
[5,2]. El area en cuestion se muestra enseguida, puesto que

f(x) es positiva para toda x en intervalo, el area es la integral

1
x(x+1)

definida A = ff dx tal que al usar fracciones parciales
2

1 A B AGHEX . —A(x+1)+Bxo>x=
x(x+1) x  x+1 x(x+1)

0,x=—-1,A=1yB=-1:

Figura 1.8 Area bajo la curva
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Fuente: (Mora, W. F. 2016).

_ 2 1 _ 2 l_ 1 _ _ 2 _
A= f; [X(X+1)] dx = % [X (X+1)] dx = [Ln|x| — Ln|x + 1|]1/2 =

|Ln

X
(x+1)

2
] = Ln(2) = 0.6931.

1
2

Factores lineales repetidos ( (axib)z o (axib)z).

Si el denominador de la funcién racional f(x) = % contiene un

factor lineal repetido (ax + b)",n > 1, donde a y b son R = encontrar
constantes reales unicas Cq,Cy,C3,Cy,...,C, tales que la

descomposicién en fracciones parciales de f contiene la suma

Cl Cz C3 + C4 + Cn o Al
(ax+b)1 = (ax+b)?2 = (ax+b)3 = (ax+b)* 7 (ax+b)n (ax+b)1

A2 A3 A4 An .
(ax+b)? + (ax+b)3 + (ax+b)*4 toot (ax+b)’

es decir, la descomposicion

en fracciones parciales de f contiene una fraccion parcial para cada

potencia ax + b;.

Ejemplos:
a) Evalué
fx2+2x+4 o2 _B c _
D3 Tt T2 T k)

Alx+1)2]+B[(x+D)]+C[1] _ A(x?+2x+1)+Bx+C
(x+1)3 - (x+1)3

> x?+2x+4=Ax*+2Ax+A+Bx+B+C

=x?(A) +x(2A+B)+ (A+B+0)
>:.x2(1) +x(2) +4 =x%(A) +x(2A+B)+ (A+ B+ (0)
=~ A=1,mientrasque2 =22+B=2=2(1)+B
=>B=0 vy, también, 4 =A+B+C=>4=(1)+(0)+C=
C=3.

x2+2x+4

1 0 ¢
Por lo tanto, f x+1)? dx = f [(x+1)1 + (x+1)2 + (x+1)3] dx
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x24+2x+4 _ 1 3 B ~
= G OX = J [(X+1)1 +3(x+1) ]dX = Ln|x + 1|

§(x+ 1)72 + C.

b) Evalué
4x A B C
fx3—x2—x+1dx - x-1)  x-12 ' (x+1)

A[(x-1)(x+1)]+B[(x+1)]+C[(x-1)?] _
(x-1)2(x+1) -

A(x2+x-x-1+1)+B(x+1)+C(x-1)? _ Ax?-A+Bx+B+Cx?—2Cx+C _
(x-1)2(x+1) - (x-1)2(x+1) -

x2(A+C)+x(B—2C)—-A+B+C
(x-1)(x-1)(x+1)

>0x2+4x+0=(A+0C)x*+(B—-20)x+(—A+B+0C)

= Se obtienen las ecuaciones:
a) 0=A+Cb)4=B—-2Cyc)0=—-A+B+C=>A=

b) —4 = —0A+B+2C
)0=—-A+B+C

_ —4=—-A+3C
—CoC=-A>
© a)0=A+C
>.C=—2=-1
4

Entonces, si A=—-C=—-(-1)=1y4=B—-2C=>B=

4-2=72
2

4x
Por lo tanto, [————dx=Ln|x—1]|— D

x3—x2-x+1

1Ln|x + 1| + C.
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Ax+B Cx+B )

Factores cuadriticos distintos “parabolas” ( > >
ax“+bc+c  ax“+bc+c

Si el denominador de funcion racional f(x) = p&) contiene un

q(x)
producto de n factores cuadraticos e irreducibles, significa que la
expresion cuadratica no se factoriza sobre el conjunto de R, (a;x? +
bix + ¢;)(@,x?% + byx + ¢c;)(azx? + bgx + ¢c3)(asx? + byx +
Cy) ... (@px? + byx + ¢,) donde a;, by y ¢ ,i=1,2,3,4,...,nson R =
encontrar constantes reales unicas A, A Az Ay, . Ay,

B4, B,, B3, By, ..., B, tal que la descomposicion en fracciones parciales

C1X+B1 C2X+B2 C3X+Bg
a;x2+byx+c;  ayx2+byx+c,  azx2+bsgx+cy

para f contiene la suma

C4,X+B4, CHX+BH A1X+B1 A2X+B2
2 e 2 0 2 2

ausX +b4_X+C4 anX +an+Cn a1 X +b1X+C1 AxX +b2X+C2
A3x+Bj3 Ay x+By Apx+B,

; analogamente, en caso
asx2+bgx+c;  agzxZ+byx+c, apx2+bpx+cy,’ g ’

que q(x) contiene un producto de factores lineales distintos, la
descomposicidén en fracciones parciales que se ha supuesto para f
contiene una fraccion parcial para cada uno de los factores cuadraticos

ain + biX + ¢j.

Ejemplos:

, X+3 X+3 A B Cx+D
2) Evalué oo = [y X~ at Gty =

Ax[x2+9]+B[x2+9]+x2[Cx+D] _ (A+C)x3+x?(B+D)+9Ax+9B
x2(x2+9) - x2(x2+9)

= x+ 3 = Ax(x®* + 9) + B(x?> + 9) + (Cx + D)x?
= (A+ O)x3+ (B+ D)x? + 9Ax + 9B

= 1=9A

>0 A= é, B = § al hacer x = 0 en ecuacién Ax(x? + 9) +
B(x? +9) + (Cx + D)x?

Tal que con ecuacion (A + C)x3 + (B + D)x? + 9Ax + 9B
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SeobtieneO:A+C,0=B+Dy1=9§:>C=_%y

. o= S| e s [

- ldx=%Ln|x|—lx‘l—lisLn(X2+9)—

18x2+9  3x2+49 3

iTan 1( )+E——Ln( X )—lx‘l—iTan"1(§)+E.

X249 3
2x%—x+4 2x%—x+4 A Bx+C
b) Evalué [ < = e T 0t G =

Alx? +4]+B[x +9]+x[Bx+C] (A+B)x%+(Bx+C)x+42
x2(x2+4) x2(x2+4)

4=(A+B)x?+ (C)x + 42

=2x% —1x+

S>A=-=1B=2-1=1yC=-1

1
o dx— [ dx

Por cambio de variable, si

t=x?+4=>dt=2xdx=>~dx = % =. Ln|x| +
Ipon-1(2 _Aro-1(2)
Ln|x + 4| —XTan (X) + Ln|x + 4| XTan (X)

iTan‘1 (i) + C = Ln|x| + 2Ln|x + 4| — gTan‘1 (z) + C.

Ax+B+Cx+D Ax+B Cx+D )

@5 (2-5) | (-5)

Factores cuadraticos repetidos (

e contiene un
q(x)

factor cuadratico irreducible repetido (ax? + bx + ¢)®,n > 1, donde a,

Si el denominador de la funcién racional f(x) =

b y ¢ son R = encontrar constantes reales Unicas A, A,, Az, Ay, ..., Ay,

B4, B,, B3, By, ..., B, tal que la descomposicion en fracciones parciales

A1X+B1 A2X+B2 A3X+B3
(ax2+bx+c)! = (ax?+bx+c)?2 = (ax?+bx+c)3

para f contiene la suma

A4X+B4 AnX+ Bn

.o+——"— es decir, la descomposicibn en
(ax2+bx+c)* (ax2+bx+c)’ > p
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fracciones parciales que se ha supuesto para f contiene una fraccion

parcial para cada potencia de ax? + bx + c.
Ejemplo

Ax+B Cx+D AX+B[(X2+4)1]+CX+D[1]
Evaluef 2+4)z dx = (x2+4)1 + (x2+4)2 - (x214)2 =

(A)x3+(B)x2+(42+C)x-+(4B+D)
(x2+4)2

(4B + D)

> 0x3+1x2+0x+ 0 = (A)x®+ (B)x? + (42 + CO)x +

=5.A=0B=1C=0yD=—4

= f( 2_M)ldx 4f( 2+4)2dx =

v =4 & =

~Tan™? (Z) — L Tan-t (E) +C==Tan™! (E) -
X X \/X_Z \/X_2 X X
2Tan"1(2

~Tan (X) +C

Las Fracciones Impropias indican que en cada uno de los ejemplos

p(x)

precedentes el integrando f(x) = "

era una fraccion propia.

Recuerde que cuando f(x) = % es una fraccion impropia; es decir,

cuando el grado de p(x) es = q(x), se procede con una division larga.

Ejemplo 1
x3-2x 5X+6 . .
[———dx =x—3+———, pues el numerador se divide entre
X243x+2 X243x+2

denominador. Luego, el denominador se factoriza como x? + 3x +
9

2 =(x+1)(x+ 2), el residuo se descompone en fracciones parciales:

5x+6 1 4

x2+3x+2  x+1 @ x+2'
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Con esta informacion, la evaluacion de integral es inmediata:

J X2 dx=f[x—3+—+— dx——x —3x+

X2+3x+2 Xx+1  x+2

Ln|x + 1| + 4Ln|x + 2| + C.

Ademas, la derivada de una funcidon definida implicitamente esta
definida en forma explicita z = F(x,y) = 0 0 F(x,y,z) = 0 en forma

explicita, en lugar de la habitual.

Ejemplo 2

x%? +y? + 7% = a* donde z = +,/a% — x? — y2. No siempre es factible

despejar z, pues para definir zy y zy, se supone que z = F(X,y) donde
F(x, y,Z(X,y)) =0 en algin conjunto abierto D. Sea g(x,y) =
F(x,y,z) = 0, aplicando la regla de la cadena se tiene que g(x,y) =

F(u, v, w) con:
ux,y) = x
o(x,y) =
w(x,y) = z(x,y)
Se obtiene:
agafajafa:eafa_mag of of 0z
9x 3p 0x @0 Ox dw ox|ox L ontom ok
6zaf§-pt6f§%6féaaa 61)0
oy on dy 8s 0y awm dy ax
] o of
a—;z—% en todos los punto D donde -~ con (xy, Z(X’y)) # 0. Igual es
of
0z ax
para&=—ﬁ
0z
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Teorema: Si F es diferenciable en un conjunto abierto ID de R? y si la

ecuacion F(xq,Xp, X3, Xy, ..., Xp—1) €n algin conjunto abierto de R"™1,

entonces:
ot
of 0%; of £0
—_— = e —
0x; ﬂ 0xp
0x,

Z es definida de manera implicita por F(x,y,z) = 0, pues F(x,y,z) = 0

VI F F
de acuerdo con la hipdtesis del teorema z, = — F—X yZy =— F—y tal que
VA VA
of
0z Ix
ax of

También se cumple si x, z son las variables independientes:

F,

Yx = =Y Vay =

x— T 5 zy — T &
Fy y Fy

Aunque, este teorema se puede generalizar para ecuaciones:

F(x,y,z,p) = 0

Ejemplo a): Sea F(x,y,z) = xyz+x+y—z=0. Tal que z, =

Fx _  yzt+l _ By xzt1
F,  xy-1 Yiy = F, xy-1
Ejemplo 3

Seaz = x* +y® + 2% — 1 = 0. Encuentre derivadas del cociente zy, z,

Y Zxx> ZyysZxy-
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Fy _ _z_y:
F, 27

y
vA

Estas ultimas no son implicitas, pues la variable dependiente es

explicada por F(x,y,2) = xyz+x+y —z.

:a@g:6(—929@):ub—udﬁ__l*z—@*a)

z
XX ox 0x 0 p? z2
2
X
z—x(—2 =
Cz=x(=3) 2
72 72

_ d(zy) _ 0 (_ %) R (E) _wv—pw .

yx 0x 0x ) 2
Ay X
ax *2(0) — (—=y * zy) _ Y7y _ Y(—E) _ Xy

z2 72 72 73

_ 0z _ a(—g) . (E) =M=}

“xy ox 0x 0 2
460
T U T G

72 72 72 z3

La derivacion implicita (caso de dos ecuaciones), sea F(x,y,z) e U C

R? - F(x,y) € R un campo escalar.

La ecuacion F(x,y) = 0 representa, habitualmente, una curva en el

plano y la cuestion es averiguar si se puede despejar la variable y en
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funcién x para representar la curva de manera explicita mediante la

p=uxy)

funcion y =y(x). Suponga que v=v(xy)

} son definidas

implicitamente, pues la variable dependiente no es explicada o escrita
respecto a las independientes y, también, F(x,y,p,v) =0 vy

G(x,y, u,v) = 0 para deducir py, Hy, Uy, Uy se tiene el sistema:

8F = Fyéx + Fy8y + F, 8u+ F,6u =0
8G = Gx6x + Gy 8y + G, 6u + G,6v =0

F, F F, F F, F
u v 1Fx ) 1%y v
)= = = —- —_—- i
Sea: ] |Gu Gy opn Tle, G, Ox Tle, G, Sy
Fx Fy Fy Fy Fy Fy
Gx G Gy Gy Gy G
Como: py = — ] =, Uy—_%a X~ u] - Ly =
Fy, Fy
_[Gu Gx
J
Ejemplo 4
Si {Il = Hxy) son funciones implicitas por
v =v(x,y)

{F=|12+U2—X2—y=0
G=p+v—x*+y=0"

Hallar py y py empleando la Regla del matematico frances Pierre

Frédéric Sarrus, que ayuda de manera artificiosa a relacionar palabras,
con el objetivo de memorizar conceptos con mas facilidad- especial de

formula de Gottfried Wilhelm Leibniz:
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Fy Fy |—2X —2U| |a11 a12|
_ 16 Gl l—2x 1 I lagpgagl . —2x+4xv
T T2 21t —v) 20-v)  2(u-v)
_ +2x—(2x*2v)  2x(1-2v) x(1—2v)
2(p—v) 2(p—v) (L—v)
|Fy Fy |—1 —2U| |a11 a12|
u:_Gy GU:_ 1 1 1__las 322:_—1—21)
Y 2(n—v) 2(n—v) 2(n—v) 2(p—v)
_—1—(1*2U)_ 1+ 2v
2(L—v) 2(n—v)
Ejemplo 5

u=uxy)

son definidas implicitamente
v =u(x,y)

Sea z =f(x,y), z= u+U{

F=p+et’—x=0

porG=U+e“‘”—y=O'

Sip=v=0=x=y=1.Calcular zy(1, 1):

_ _ Fy _ Fy . F=0
Zy = Ux T Uy = Uy = —%. Y Ux = — 3 NO SON necesarios, pero G=0
13 v =

se derivan parcialmente respecto a X, usando la Regla de la Cadena, tal

que:
Fipg+ eV s (ue+u,)—1=0
Giug +e' Vs (U —uy)—0=0
Sin embargo, p = v =0 = x =y = 1 implica:
Fipg +e % (e +0) —1 =022, +u,=1=0

Gug+el*(I,—v)=0=p, =0=22(0) +uy,=1v,=1

Finalmente, zy = py + v, =0+ 1 7,(1,1) =1
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CAPITULO II

ANALISIS ECONOMETRICOS

2.1. El gradiente

El gradiente (V Derivada Direccional — Vector Gradiente) de un campo
escalar (ecuaciones como 2x + 3y = 6) es un campo vectorial que
apunta en direccion de la mayor tasa de aumento del campo escalar,

cuya magnitud es la mayor tasa de cambio.

Campo gradiente, sea f:D € R" = R es una funcién o campo escalar
diferenciable en una region R, entonces la funcion o campo gradiente
de f es la funcion vectorial V¢ R € (sub conjunto)R™ — R definido

por Vi (Xq,X5,X3, X4, -, Xp) = £Xq, Xy, X3, Xy, ..., fX,  (derivadas

parciales).
2 T N O
En caso f:D € R* - R implica V¢ )= ] +6_y J, mientras que en
3 1 af—) af—)
caso f:D € R® — R definido por V¢ (x,y,z) = fx,fy,fz = pol +0_y] +

of = = o .
Ek’ donde 1,7 y k son vectores unitarios o vector normalizado (vector

cuyo modulo, magnitud o norma es igual a 1).

2.2. La interpretacion geométrica de campo gradiente

(Curvas y Superficies de Nivel), el gradiente o vector gradiente es

denotado por V Vo grad(f) de un campo escalar (representa la
distribucion espacial de una magnitud escalar, asociando un valor a
cada punto del espacio)f es un campo vectorial - representa la
distribucion espacial de una magnitud vectorial o expresion de calculo

vectorial que asocia un vector a cada punto en el espacio euclidiano-.
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El vector gradiente de f evaluado en un punto genérico x del dominio
de f, Vf(x) indica la direccion en que el campo f varia mas
rapidamente y su modulo representa el ritmo de variacion de f en la

direccion de dicho vector gradiente.

Para el efecto se ilustra como ejemplo a la Figura 2.1 (Paraboloide): El
gradiente V,: R? - R? es un campo vectorial conocido como campo
gradiente. Sea z — 1 = x? + y? un paraboloide, donde V,= (zy,z,) =

_of, , of

. . Vf— —1+—
(2%, 2y) es un vector en dos dimensiones, tal que ox Oy’
Ve= 2x1 + 2y]

Figura 2.1 Interpretacion geométrica de campo gradiente

Fuente: (Mora, W. F. 2016).

Caracteristicas:

» Se aprecian algunos de sus vectores «trasladados» en el Plano
(I XY.

» Estos vectores apuntan en direccion del maximo crecimiento
del paraboloide.

» Las magnitudes de estos vectores dan una medida de Ia

«intensidady» de esta razon de cambio.
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Ejemplo 5
f(x,y) = Sen (xy) + x%y?. Calcule: V¢= (x,y) = (m, 1).

Entonces, V= %T + 2—;]’ = [y * Cos(xy) + 2xy?]T + [x * Cos(xy) +

2yx*]y

= Vema= [1 * Cos(m * 1) + 2m1%]i + [m * Cos(m * 1) + 21m?]j =

[—1 + 2m]T + [-m + 2w?]] debido a que, las curvas y superficies de
nivel del gradiente no son funciones, sino conjuntos que pueden verse
como «cortes» de graficos que describen las funciones, tal que a cada

corte de funcidn se llama «nivel».

En consecuencia, la curva de nivel se presenta cuando se sabe que
z=1(x,y), z=¢ o ¢=1f(x,y). Entonces, superficie de nivel se

presentan siw = g(x,y,z), w = 0 0 g(x,y,z) = 0.

Tal que si S es una superficie de ecuacion g(x,y,z) =0 con G

derivable con continuidad en plano si P = (Xq, ¥o,Zo) € S, entonces:

1. Se cumple en P (Funcion Implicita) tal que V)=

(_%Z'_g_}z,)s v, (X0, ¥o) ©8 perpendicular (J:L) a la curva de

nivel z = z,. Si se requiere un vector J:L se usa solamente
(—Gx, —Gy).
2. Después, si z = f(x,y) es una superficie, se puede calcular el V

de manera G = z — f(x,y) = 0y, luego, Gy, = 1:
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Figura 2.2 Superficie de nivel

)

Fuente: (Mora, W. F. 2016).

El vector V;(Xg,Vo,Zo) €S J:L a la superficie de nivel. Es decir,

Vi (X0, V0, 20) €S J:L a cada curva de la superficie S (w = 0), que pasa

por P = (Xq, Yo, Zo):

Figura 2.3 Curva de superficie

Fuente: (Mora, W. F. 2016).

Ejemplo 6
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1 V7
Sea C curva x> —y2(14+x) =0. Sea P = (g,ﬁ) aunque PeC.

Calcule U J:L a curva P. Entonces:

0z 0z
Vs xy)= (&'&) = (—2x(1 + x) — x2,2y) = (—2x — 3x2,2y)

1 1 V7 5 V7
re= |2 (5) 262G | -
= [-0.41667,0.36004]

Es importante mencionar que C: z = x? — y2(1 + x) es curva de nivel

cuando z = 0 tal que V, (py es J:L aC.
Entonces, V, py= [-0.41667,0.36004] y P = (0.16,0.18):

Figura 2.4 Curva de nivel

Fuente: (Mora, W. F. 2016).

La linea azul es la curva de nivel, 0 = x?(1 +x) tal que x;, =0 y

X2 = _2
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Ejemplo 7

Sea  Siz(z—12+(x—-22+(y—-2?%-4=0, P=(321+
3V3) PeS.

Calcule U J:L a S en P. Se sabe que Vg (p es J:L S (curva de nivel) en

P.  Donde:  Gyp=(x—2)2+(y—22+;z-1)2—4=
2

(G, Gy, G,) = [2(x = 2),2(y = 2),2 (2 = )] == Vo )=

26-2.22-22(1+3v3-1)|=(20%):

Figura 2.5 Curva de nivel

Fuente: (Mora, W. F. 2016).

2.3. La derivada direccional

La derivada direccional (Dgf) o derivada segiin una direccion es la
derivada direccional en un punto en direccion del vector p. Es decir, es
la direccion de un vector dado, representa la tasa de cambio de la
funcion en direccion de dicho vector. Este concepto generaliza las
derivadas parciales, pues son derivadas direccionales segin la

direccion de respectivos ejes coordenados.
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Suponga que se calcula la tasa de cambio z = f(x,y) en el punto
(X0, ¥o) en direccion del vector unitario i = (a, b). Se debe considerar

la superficie S: z = f(x,y) y zg = (X, y,). Donde P = (X¢,yo,Zo) €S.

El plano vertical generado por recta L por (X, Vo, 0) en direccion del
vector I, interseca a la superficie S en curva C y la pendiente de la
recta tangente T a la curva C en P es la tasa de cambio de Z en

direccion del vector W:

Figura 2.6 Proyecciones ortogonales

Fuente: (Mora, W. F. 2016).

Sea Q = (x,y,z) otro punto sobre C, sean P = (X,,V,) tal que

Q = P’ = +hiji proyecciones ortogonales sobre plano XY de puntos P

y Q. Entonces, P’'Q = Q — P’ = hji. Para alglin escalar h, se tiene:
X—Xo =ha=>x=xy+ha
Yy —Yo =hb=y=y,+hb

También, sobre L es ” PQ ” (modulo, longitud, magnitud o norma del

vector)= h||H|| = h - | es unitario. Por lo tanto, la razéon de cambio

esta dada por:

Az Az z-—1z5 f(xo+hay,+ hb) —f(xo,yo)

T h h
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hLl—>m0 (E) es la tasa de cambio instantdnea de Z en la

Finalmente, .
direccion de |, conocida como derivada direccional de f en direccion

de [.

Definicién Formal: Sean f:D < (subconjunto)R? — R una funcién
escalar y sean (Xg,y,) € D, i = (a,b) un vector unitario. Entonces, la
derivada direccional de f en (xq,y,) en direccion del i esta dada por:

D-f(xy, vo) = Lim f(Xo + ha,y, + hb) — f(xo, yo)
HiXo Yol =y g h

Teorema: Calculo Derivada Direccional. Sea
f:D < (subconjunto)R™ — R una funcion escalar diferenciable en D.
Entonces, f tiene una derivada direccional en direccion de cualquier
vector no nulo i = (a,b) que esta dada por:

a b
Dxf(x, =f.(xy)— +f,(X,y) —
pf6y) = 500 ) e+ (o vy

Figura 2.7 Derivada direccional

Fuente: (Mora, W. F. 2016).
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Tal que, la derivada direccional de f en la direccion del vector | es

” PQ ” (modulo, magnitud o norma del vector)= h||]|.
Ejemplo 8

Calcular la derivada direccional Dyf(x,y), si f(x,y) = x* — 3xy + 4y?
y H=(¥3,1). Hallar Dzf(1,2) en P(xy). Entonces, Ve xy)=

(Fx, Fy) = (3x% — 3y, —3x + 8y) = Vi1 2= (Fy, Fy) =
(3(1)2 = 3(2),—3(1) + 8(2)) = (=3,13).

Por lo tanto, Dif(1,2) = Vg(yy) o =(-3,13) * ( ) debido a que

= (3D = (V3 + W2 =vE=2

Entonces, Daf(1,2) = (=3,13)  (22) = ~2v3 + £ = 13733,

Ejemplo 9

Hallar Dyf(x,y,z) en P(x,y,z) =P(1,3,0) siendo f(x,y,2z) =
xSen(yz) y H=1+2—Kk Entonces, Vi xy,2)= (Fye Fy, F,) =
[Sen (yz),xz Cos (yz), xy Cos (yz)].

Por lo tanto, Ve(330)= (Fx Fy,F,) = [Sen(3x0),1x0 Cos(3*
0),1*3Cos(3%0)]=(0,0,3).

Paralelamente, B=1+2—k=(1,2-1),
il = V(D)2 + (2)2 + (1) = V6 = 2.4495.

Por lo tanto, Dﬁf(x, y,z) = Dyf(1,3,0) = (0,0,3) * (1,2,—1) _

\/g
(0%2) N (0_@1) + (3_\%1) — (3_5) = —1.2247
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2.4. El Vector Proyeccion-Componente

La componente de V en la direccion i es ‘= ! Esta componente es la

longitud de la Proyeccion Vectorial de V sobre W:
PV;=

Tal que, la Derivada Direccional en la direccion del vector [ es:

H

Duf(x,y,) = Ve(xy) * Il

Figura 2.8 Derivada direccional

Vf(P)

,ﬁ—z,kf’\’

Fuente: (Mora, W. F. 2016).

2.5. La direccion de maximo y minimo

La direcciéon de maximo y minimo sea f:D € R? > R una funcién
escalar. El valor maximo de la derivada direccional Dﬁf en (x,y) es
IVf(x,y,)|l y se presenta cuando el vector no nulo U tiene la misma

direccion que el vector gradiente Vf(x,y, ).

Suponga tiene una funcién fde dos o tres variables y considere todas

las posibles derivadas direccionales de f en un punto P dado. Esto
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proporciona las tasas de cambio de f en todas las posibles direcciones.
De modo que se pueden plantear las preguntas «;en cudl de estas
direcciones f cambia con mayor velocidad? y ;cual es la maxima razon

de cambio?».

Tal que, de manera intuitiva en la anterior figura, la derivada
direccional en P aumenta conforme el vector [ se acerca al gradiente.
Con base en esto, el teorema direccion de maximo cambio se sustenta
tal que el maximo valor se tendria cuando 8 = 0; es decir, cuando los

vectores | ||Vf(x,y,) porque Cos 8 = Cos 0° = 1.
Entonces, VI« i = |Vf| * || * Cos®:

Figura 2.94 Valor minimo derivada direccional

Vix,y)

T4

Fuente: (Mora, W. F. 2016).

El valor minimo de la derivada direccional en (x,y,) es —||Vf(x, y)|l,
ocurre cuando W tiene la misma direccion de —Vf(x,y, ). No obstante, f
se mantiene constante sobre curvas de nivel, la direcciéon [ en que el
cambio (instantdneo) de f respecto a P es nulo es la direccion de un
vector J:L a Vf(x,y), tal que la derivada direccional se anule en P en

direccion i .

El vector unitario tangente indica que sea

r: I € (sub conjunto, contenido o igua)R - R”, si la funcion
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vectorial r es continua en I implica que la grafica de r se llama curva y

esta descrita parametricamente por r(t).

La parametrizacion de rectas, indica que sea la recta L en R® que pasa
por P en direccion de | implica que r(t) = 7P + td te R y Elipses,

(x—h)? n (y-Kk)?

= = =1 y parametrizada mediante

representada  por

r(t) = (h+aCost

1
k+bSent) Tts[O'ZR]'

r(t+h)—r(t) R

Entonces, derivada de r(t) implica que sea r (t) = limy_, -

implica ademas que:

a) () =x(OT+y®)]=>r®) =x OT+y ()] tal que
x(t), y(t) y z(t) son derivables en I.
b) r(t) = x(OT+ y(O] + z(OKk = r'(©) =X OT+ y (O] +
z',(t)ﬁ.
Es importante mencionar que r(t) parametriza a C y r (t) es un vector

unitario tangente:

Figura 2.10 Interpretacion grafica de curva

recta tangente
r(t) o~

Fuente: (Mora, W. F. 2016).
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Una definicion de curva (C) es aquella descrita por la funcion vectorial
continua r(t) t e I. Si existe la derivada r (t) y no es nula, la recta que
pasa por r(t) y es |l a r (t) se llama tangente a C en r(t). Entonces, el

vector 1 (t) se denomina vector tangente a C en r(t).

El vector r (t) unitario tangente T es una funcidn vectorial asociada a

curva C, definida:

r (t)

TO =1l

= |r'®] = o

Ejemplos

Sea la pendiente de la recta tangente en P y en direccion il = (1,1)
es

D(4,1)(P)(Derivada Direccional Z en punto P en direccién del vector 1,1) =

i @D
% L= =_
2o * i = VHLL) * Tmre e

Fuente: (Mora, W. F. 2016).

El vector gradiente “nabla” o “del” Vz( 1.1\ es L a la recta
\/5'«/5)

tangente a C de nivel z= — ~ 0.57 en P. La D;(P) = 0.

sl-

3
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Geométricamente, L en la siguiente Figura tiene pendiente cero:

Figura 2.12 Curva de nivel

Curva de nivel

Fuente: (Mora, W. F. 2016).

Si T(P) es vector unitario tangente a la curva de nivel Z: Z = \% en

1 1 T
(F%) por lo que Dygf(P)=ViP)«T(P) =0, pues

D f(P) = IVF(P)||  Cos (6) =6 debido a que Cos (5)=6 y

Cos(909) =9=>0="=1

>

—

Ademas, el producto escalar es A *B = | K| * |§)| * Cos (0).

El Plano Tangente y Vector Normal estd dado, pues si f es
diferenciable implica que el Il Tangente a Z=f(x,y) en P =

(X0, Yo, Zg) tiene como ecuacion:

fX(Xo.Yo)(X - Xo) + fY(Xo;Yo)(X - Yo) =7Z-17
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Figura 2.13 Plano tangente y Vector normal

, fx(xo yo)(x— x0))

/Recta (x0, v, f;(%0, y0)(y = Y0))
=
Fuente: (Mora, W. F. 2016).

Sea Il Tangente tal que P = (X, Yy, Zg) un punto fijo sobre un I1 con

vector normal n = ai +bj +ck ysi Q = (x,y,z) es otro punto en I,
entonces PQ = (X — X)i+ (Y —=Yy)j+ (Z—Zy)k, como PQ Ln, se

tiene que PQ*n=0 implica:

Tal que, una manera mas comun de escribir una ecuacion cartesiana de

un Il es:

aX+bY+cZ=d=d=aX,+bY,+cZ,=0P *n

Aunque, en general, se puede tener una ecuacidon cartesiana del
I1 Tangente si existiera. Si se tiene S: G(x,y,z) = 0, tal que si G es
derivable con continuidad en P = (X, Yo, Zo) €S, si V en P es no nulo.
Los vectores tangentes a cada C en S que pasan por P estdn en el

II Tangente a esta S en P.
Por tanto, VG(X,, Yy, Zo) es vector normal (n) a este II.

Entonces, una ecuacion del IT Tangente en P es:

v
A
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(al b; C) = VG(XO! YO! ZO)

aX+bY+cZ=d d = VG(X,, Yo, Zy) * P

El Plano Tangente existe si: 87373 he _mo

» Si S tiene ecuacion Z = f(x,y) con f diferenciable, el
[1 Tangente en P € S tiene la ecuacion cartesiana:

fX(X0: Yo)(X - Xo) + fY(Xo;Yo)(X - Yo) =7Z-17

» Si la superficie S tiene ecuacion G(x,y,z) =0 con G
diferenciable, el Il Tangente en PeS tiene la ecuacion

cartesiana:
Gx(P)X + Gy(P)Y + Gz(P)Z = VG(P) = P

Entonces, asi como la ecuacion de una recta en el espacio se obtiene
especificando un punto sobre la recta o un vector paralelo a esta recta,
pueden derivarse ecuaciones de un Il en el espacio especificando un
punto en II y un vector ortogonal a todos los vectores en el II. Este
vector ortogonal o perpendicular se llama Vector Normal al I,
denotado por n. No hay un vector normal; aunque todos tienen la

misma direccion, el tamafio puede variar.

Tal que, si S tiene la ecuacién Z = Z(X,y) entonces si se agrega
Gx,y,z) =Z—Z(X,Y),unnes N = (—Zx,—Zy, 1). Si S esta definida

implicitamente por G(X,y,z) = 0 entonces un n es N; = (Gy, Gy, Gz) 0

— (Sx Gy -1
NZ - (GZ’GZ’l) GZ #0= Gy (GXIGYr GZ)
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2.6. Ejercicios Resueltos

1. Sea S superficie de la ecuacién cartesiana explicita Z = X% +

2YZ2. Obtenga una ecuacién cartesiana del Il Tangente a S en
1 1 3
b= <X0'Yo' Zo)'

Sea  fx(Xo, Yo) (X —Xo) + fy(Xo, YO) X = Yo) =Z—Zy, f(XY)=
2x = (1, 1) = 2(1) = 2, fy(X,Y) = 4y

> fy(1,1) = 4(1) = 4

entonces fx(1,1)X—1) +fy(1,1)X—-1)=Z-3
=>2x-1)+4-1)=7Z-3
=>2X—24+4Y—-4=7-3

_2X+4Y_Z:3
“aX 'bY c¢Z d

Otra manera de solucionarlo es:

Sea S:G(x,v,z) =Z — X2 —2Y2 = 0, entendida como una ecuacion

implicita.
TalqueunnaSenPes VG = (—2X,—4Y,1)

= VG(1‘1,3) = —2X—-4Y + 1Z = VG(1,1,3) * P
—(=2,—-4,1) *(1,1,3) = -2 — 4 + 3

= —2X—-4Y+ 12 =-3
n2X+4Y -7 =3.

Entonces, Gx(P)X + Gy(P)Y + Gz(P)Z = VG(P) = P
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2. Sea S:X?2+Y2+Z%2=1y P=(0,1,0) ¢S. Halle o estime la

ecuacion del I1 S en P:

Figura 2.14 Plano tangente y Vector normal

Fuente: (Mora, W. F. 2016).

Sea X? + Y2 +Z% — 1 = 0 tal que VG = (2X, 2Y,2Z) = VG(g10) =
(2(0),2(1), 2(0))

= VGo,1,0) * P = (0,2,0) = (0,1,0) 6, en otros términos, N =
(Gx, Gy,Gz) = G(0,1,0) = (0,2, 0).

Entonces,0x+2Y+oz=2:>Y=§=1—>s.

Por lo tanto, VZx yy = (— X _ X) = Z = 0 tal que sus cocientes son

VAR /
indeterminados. Por lo tanto, no existe derivada direccional en (0,1, 0)

y, con ello, las lineas son paralelas.

3. Sea S:X?+Y?+7Z?=1. Encontrar Q = (a,b,c) €S tal que
Il TangenteenQsea |l all:2X—-Y + 3Z = 1.

Entonces, se tienen 3 incognitas, QeS:a?+b?+c? =1,

[1 Tangente || 2X—Y + 3Z = 1y sus Nl Il Nl.

57



Fundamentos matematicos de diserio experimental para ingenieria. Parte Il

Por lo tanto, VG(q) = A(2,—1,3). Tal que el sistema de ecuaciones se

forma:

a’+b%?+c?=1

VG(Q) = }\(2, —1, 3)

= 1

(2a,2b,2¢) = A(2,—-1,3)

(a®+b*+ct=1
2
2a=27\:>a=§7\

Sustituyendo estos valores en:

a2+b2+c2=1=>(A)2+(—§A)2+(§x)2=1=>A=i\/%.

=

2
Entonces, a = \/; —=

=

2_3, 2 3
7 2%2+7 14
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2b=-A=>b=—-=2A
2
2c=3A=> —3)\
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CAPITULO III
MAXIMOS Y MINIMOS LOCALES

Los méximos y minimos locales en varias variables se estiman como
en una variable, los extremos locales de una funcion de varias
variables son puntos donde la funcién alcanza un maximo o minimo en

un entorno del dominio de la funcion.

Si la funcién estd definida en una regién D, los extremos globales son
puntos donde la funciéon toma valores méximos o minimos y puede

suceder en cualquier parte de la region en consideracion.

En un entorno abierto alrededor p € R™ con radio § es conjunto
Ds(p) = {Xe R ||[X — P|| < &}, discos sin borde en RZ?e interior de

esferas en R3.

La definicion de extremos locales se entiende como f funcion de n

variables, f: R"™ - R tal que f tiene un maximo local en p =

(P1, P2, P3, P4 -, Pn) € R si€ Ds(p) = (X1, X5, X3, Xy, -, Xp) <
f(p) para V(Xy,X,, X3, Xy, ..., X,) € Dg(p).

El punto (pl,pz,p3,p4, wwes Pny f(p)) tiene un maximo local de f y el

numero f(p) es maximo de f en entorno Dg(p).

También, f tiene un minimo local en

p= (plﬂ P2,P3, P4 s pn) eR"sie DS(p) tal que
(X4, X, X3, X4, -, X)) = £(p) para V(Xy, X, X3, X4, .., X) € Ds(p).

El punto (pl, P2,P3,P4s o) Py f(p)) se dice un minimo local de f y el

numero f(p) es minimo de f en entorno Dg(p).
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Figura 3.1 5Mdaximos y minimos locales

Maéaximo local

Fuente: (Mora, W. F. 2016).

Si las desigualdades de la definicion anterior se cumplen para todos los
puntos en el dominio de f, implica que f tiene un maximo o un minimo

absoluto en p.

3.1. Puntos criticos y extremos locales

Los puntos criticos y extremos locales se explican pues f es continua.

Un punto p € R" es un punto critico de f si Df(p) = 0 o si Df no esta

. .. of .
definida en este punto; es decir, si P 0,i=1,2,3,4,...,n. Un punto

critico que no es ni maximo ni minimo local se llama punto silla 6

ensilla (se ubica punto maximo y minimo simultaneamente).

Como se calculd en una variable, los extremos locales son los puntos
criticos; es decir, en caso de que f sea diferenciable, la derivada de f se

anula en puntos criticos.

El Teorema que da sustento a esto sostiene que sea
U c (perteneciente, contenido o esta incluido) R®™ un conjunto
abierto y f: U € R™ - R diferenciable, si p € R" es un extremo local

de f = Df(p) = 0 6 p es punto critico de f.
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Figura 3.2 Extremos locales

Fuente: (Mora, W. F. 2016).

Es importante mencionar que en los extremos locales las derivadas
parciales se anulan y en puntos de silla las derivadas parciales se

anulan.

La clasificacion de los puntos criticos se establece mediante la formula
de Taylor de segundo orden en n variables, pues dice que si f: U C
(subconjunto, contenido o igual)R"™ - R es diferenciable en

XeU=sih=(hy,hy,hs,hy,...,h)eR,eE0<ELST tal  que

f(X+h) =f(X) + T b= () +R;(X,h)  con  Ry(Xh) =
02f .
% =1 Z?:l hih; m (X + &h). Si se define
i 02f 1
5 | 0X4 0X4 0X4 0Xy | 92
= . : n yn py _9°F —
D f —_ [ a.zf “.. 62f J = Zl=1 Z]=1 hlh] axl aX] (X + Eh) h *
0Xp, 0X4 0Xp 0Xp

D2f(X + &h) * hT(matriz transpuesta).

Por lo tanto, la férmula de Taylor de segundo orden puede escribirse

como:
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f(X + h) = f(X) + Df(X) * hT +~h = DXf(X + §h) *hT,0 < § < 1.

La Hessiana de f en X es la forma cuadratica %h*DZf(X) * hT.

Evaluando en un punto critico p, Df(p) = 0 y la formula de Taylor de
segundo orden queda f(p +h) — f(p) = h* D?f(X + €h) xhT,0 < £ <
1.

El signo de resta f(p + h) — f(p) es el signo de h * Df(X + &h) = h™.

Si las derivadas son continuas en un vecindario de p = h *

0X; 0X;
D2f(X + €h) * hT conserva el signo en un entorno de este punto, asi
h = D?f(X + &h) * hT tiene igual signo que h = D2f(p) xhT si h es
suficientemente pequefio y, por tanto, el signo de h * D2f(p) = hT,
siempre y cuando no se anule, decide si en p la funcién f alcanza un

maximo o un minimo local.
La matriz definida positiva o negativa es una forma cuadratica

g R" - R,g(h) =h* A, *hT es definida positiva si g(h) >
OparaVheR"yg(h) =0 < g(h) =0.

Paralelamente, g es definida negativamente si g(h) < 0 paraV h e R?
yg(h) =0 gh) =0.

Del algebra lineal, A = (aij)nxn’ D, =a;;, D, =Detd|A] =

a;; A d11 *** QA1n
( ),...,DnzDet = ! | >h*Ap, xhT es
dz21  dz2
dpn1 " 3Ann
definida positiva si D;>O0parai=1,2,..,n y hxA,, *hT es

definida negativa si sgn (D;) = (—=1)' parai =1,2,...,n.

El Teorema de Condicion Suficiente afirma que si f:U € R" - R de

clase C® y p € U un punto critico de f. Si h * D2f(p) = hT es definida
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positivamente, tal que p es un minimo relativo de f. Similarmente, si
h * D?f(p) * hT es definida negativamente, entonces p es Mmaximo

relativo de f.

Demostracion: Si h * D2f(p) = hT es definida positiva entonces en la
formula de Taylor se tiene f(p +h) — f(p) > 0 en un entorno de p o
f(p) es un valor minimo local. Si h * D?f(p) = h' es definida negativa
entonces en la formula de Taylor se tiene f(p +h) — f(p) < 0 en un

entorno de p o f(p) es un valor maximo local.

Por tiltimo, si h * D2f(p) = hT no es definida positiva ni negativamente,

se tiene un punto de silla o ensilla.

La clasificacion de los puntos criticos para el caso de 2 variables es
sencilla determinar si h * D?f(p) * hT es definida positiva o

negativamente:

fex fy
h * sz(p) «+hT = (hy hy) (fyxgg fyiﬁi%) (E;>

Si f tiene derivadas parciales de segundo orden continuas, las derivadas

mixtas son igualeS: Dl(p) = fxx(p)a Dz(p) = fxx(p) * yy(p) -
O

El Teorema de Condicion Suficiente sostiene que f: R> - R de clase

C3en un conjunto abierto U de R2.

2,
Sea D3 (X,Y) = £ (X, V) * £, (X, Y) — [fy (X, V)] si (X0, Yo) €U es un

punto critico de f:

a) Si D,(Xo,Yp) >0(+) v f3x(Xp,Yy) > 0 (+) = f alcanza un

minimo local en (X, Yy).

63



Fundamentos matematicos de diserio experimental para ingenieria. Parte Il

b) Si D,(Xg,Yy) >0 (4) v f3x(Xo, Yo) < 0(—) = f alcanza un
maximo local en (X, Yy).

¢) SiD,(Xp, Yy) <0 (—) = Xp, Yo, f(Xo,Yp)) es un punto silla o
ensilla.

d) SiD,(X,,Yy) = 0 se usan otros métodos para clasificar usando
fyy(p) en vez de fyx(p), pues si D,(Xp,Yp) > 0 (+) ambas
tienen igual signo.

Ejemplos:

1. Calcule y clasifique con puntos criticos de f(X,Y) = X* + Y* —
2X% + 4XY — 2Y2.

fy=4X3 —4X+4Y>f, =12X* -4, f,=4Y3+4X-4Y>

fy, =12Y* -4 yf,, =4.

*_y 43 — 4% +4¥Y =0 1)

Los puntos criticos ?,)f( ={ 4Y3+4X—-4¥ =0 2)

w0 +vi=0=>x=-v3)

Sustituyendo 3) en 1) tal que:

4X3 —4X+4(-X)=X3—-X-X=0=>X3-2X=004en2)
4Y3 —4Y 4+ 4(-Y) =Y —Y-Y=0=2Y3—-2Y=0
obteniendo puntos criticos (0, 0), entonces

X(X? —2) = 0= X, =0eimplica (V2, —v2),X;_3 =
++/2 e implica (=2, V2).

Entonces, D; (Xo, Yo) = fxx(Xo, Yo) = 12(0)2 — 4 = —4,
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D3 (X, Yo) = fix (X, Y) * £y (X, V) — [y X, V)]* = (12(0)2 —
4)(12(0)2 —4) — [4]2 =16—-16=0y X,Y) = X* +Y*—-2X2 +

4XY — 2Y?

>72=(2)"+(V2) - 2(v2)" +4(v2+v2) - 2(v2) = -8

Tabla 2.1 Calculo y clasificacion con puntos criticos

Dl(XO' Yo) DZ (XO, YO) = fXX(XI Y) & fyy(xl Y)
(Xo, Yo) 5 Clasificacion
= f1x(Xo, Yo) — [ty X V)]
Criterio no decide, pero por
0,0) ~4(-) 0 o
figura es punto silla o ensilla
N Minimo local
2,—V2 20 (+ 384 (+
( ) ) (+) (V2 3, -8)
o Minimo local
—V2,V2 20 () 384 (+)
(V22 (—VZ\7Z,8)

Figura 3.3 Representacion grdfica de los puntos criticos

Fuente: (Mora, W. F. 2016).
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2. Calcule el volumen de la caja rectangular mas grande que esté
en I octante, con tres caras en IIs coordenados y un vértice en

II: X + 2Y + 3Z = 6:

Figura 3.4 Volumen de la caja rectangular

Fuente: (Mora, W. F. 2016).

El objetivo es maximizar el volumen tal que V=X*Y=*Z1) y

X+2Y+3Z=6

reemplazando esta ecuacidonen 1) > V=X Y * (2 — )3—( — §Y) =

ZXY————XYZXY>O
Donde: Vy, = 2Y — SXY — = Y?

2 X2 4
ﬁVXXZ—EY,Vy=2X—?—§XY

4 2 4
=>Vyy= —EXYVXY=Z—EX—EY.
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Z=0 (2zv(1-2-D=01

Los puntos criticos of = X 4 =
m=0” le-3-1)-00

3—-X-Y=0=0 (1)

6 —X—-4Y=0 (-1

—-3+3Y=>Y=1yX=2

Ahora bien,
2 2 2
D; (X, Yo) = Vix(2,1) = —5(1) = —5(1) =-3 <0 (-),
2
D, (X0, Yo) = Vix (X, Y) * Vyy (X, Y) — [V (X, V)]
2
=D,(2,1) = -2y« —2x—[2-2x-2v| = (3xv) -

=30 - (1)~ -2 -2 -

>

w s

2 2 2
OyZ—Z—E—E(l)—g

Por lo tanto, en P(2, 1) el volumen es maximo y Vyx = g us.

3. Calcule y clasifique con puntos criticos de f(X,Y) = 6XY —
2X%Y — 3XY>.

f, = 6Y — 4XY — 3Y?
> fo = —4Y, f, = 6X — 2X* — 6XY
= f,, = —6X y f,, = 6 — 4X — 6Y.

Los puntos criticos

4_ ’
o _o (Y6-4X-3V)=01)=>Y=2-1X1)

%> X(6 — 2X — 6Y) = 0 2)

ay —-9Y=0=>Y=03)
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Por lo tanto, el primer punto critico es (0, 0).
Sustituyendo 3) en 2)

6 —2X—6(0) =0=>X=3 se obtiene el segundo punto critico

(3,0), el tercer punto critico se estima reemplazando valor X = 0 en

1) talqueY=2-2(0) =Y =2y,

finalmente, se estima el cuarto punto critico sustituyendo 1) en

2)6—2X—-6 (2 - gX) =0 = X = 1yreemplazando este valor en

2)6-4(1)-3Y=0=>Y=":.

Entonces, D;(Xp, Yy) = fxx(Xo, Yo) = —4(0) =0, D,(Xo, Yp) =
f (X Y) * £y (X, Y) = [fry X, V)] = (=4 % 0) (=6 % 0) —
[6—-4(0)-6(0)]?=-36y (XY)=6XY—2X2Y-3XY2>7Z=
6(0)(0) —2(0)?(0) — 3(0)(0)* = 0:
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Tabla 2.2 Calculo y clasificacion con puntos criticos

DZ (XOI YO)
D, (Xo, Yo)
(X0, Yo) e = fx(XY) * £, (X, Y) Clasificacion
= fx (X0, Yo) 5
— [fy (X, V)]
Criterio no decide, pero por figura
(0,0) 0 —36 ) )
es punto silla o ensilla (0,0, 0)
Criterio no decide, pero por figura
3,0) 0 —36 ) )
es punto silla o ensilla (3,0, 0)
Criterio no decide, pero por figura
0,2) -8 —36 . .
es punto silla o ensilla (0,2,0)
2 . 2 4
(1,5) -3 12 Maximo local (1,5,5)

Figura 3.5 Representacion grdfica de los puntos criticos

3.2. Extremos con Restricciones

Fuente: (Mora, W. F. 2016).

Multiplicadores de Lagrange (A ambda) Supone que el investigador

quiere hallar los méximos y minimos relativos de z = f(X,Y) sujeto a

restricciones g = f(X,Y) = 0.
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Significa que la funcion solo podra ser evaluada en puntos (X,Y) que
estén en la curva de nivel g = f(X,Y) = 0; es decir, f(X,Y) esta sujeta o
restringida a g = f(X,Y) = 0. Una manera de resolver este problema es

con analisis geométrico:

Figura 3.6 Mdaximo local

Punto de g mas profundo
en la direccion de crecimiento

Direccion de crecimiento
Fuente: (Mora, W. F. 2016).

En las cercanias de un méximo local se desplaza sobre g en direccion
de crecimiento f hasta el punto mas profundo que puede alcanzarse
sobre g en esta direccion. Este punto puede ser el maximo local con

restricciones que se busca.

Si P(a, b, ¢) es un punto que se quiere determinar con una ecuacion se
«viaja a este punto mas profundo» atravesando curvas de nivel,
entonces la «ultima» curva de nivel sera z = c tangente a g en P, si P

no es un punto terminal de g.
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Si estas curvas son tangentes indica que sus gradientes son | o
Vziap) = AV8ap (A =0 extremos locales con restricciones

coincide con sin restricciones), usada en la determinacién de P.

Paralelamente, el analisis es similar en determinaciones de minimos
locales, a diferencia que se desplaza sobre g en direccion de

decrecimiento hasta el punto mas profundo que se puede alcanzar.

3.3. Teorema de Multiplicadores de Lagrange

El Teorema de Multiplicadores Lagrange de Condicion de Primer
Orden indica que sea U € R? conjunto abierto, f,g:U — R funciones
C'y X*extremo local de f en conjunto D = {XeUlg(X) =0[} >
Vg(X*) # (0,0) existe A e R (puede ser 0) = Vf(X*) —AVg(X*) =
(0,0).

Tal que, los extremos locales X* de f sujetos a la restriccion g(X,Y) =
0 y Vg(X*) # (0,0) son puntos criticos de la funcion “lagrangiana”
LX,Y,) = f(X,Y) —2g(X,Y) aunque no necesariamente viceversa,
también puede suceder que algunos puntos criticos de L no sean

extremos locales de f sujetos a la restriccion g(X,Y) = 0.

En tres variables se pueden hallar puntos criticos del problema de

optimizacion como soluciones del sistema:

LX,Y,Z, ) = fX,Y,Z) —2g(X,Y,Z)
3.3.1. Método de Multiplicadores de Lagrange
El Método de Multiplicadores de Lagrange con una restriccion indica

que para minimizar o maximizar f(X;,X;, X3,Xy, ...,X,) sujeta a la

condicion g(X;,X,, X3,Xy, ..., X,) = 0, se busca puntos criticos de

71



Fundamentos matematicos de diserio experimental para ingenieria. Parte Il

L(Xl, Xz, X3,X4, ,Xn, A) =
f(Xl,Xz,X3,X4, ...,Xn) - }\g(Xl, Xz, X3,X4, ...,Xn) - O

Tal que, para hallar puntos criticos de L(X;,X;,X3,Xy,...,X,A) se

resuelve el sistema:

( LXy = 0

LX, = 0

LX3 = 0
4 LX4 = 0

LX, = 0
\g(X1,X,,X3,Xy, ., X)) = 0

3.3.2. Ciriterios de Clasificacion

Los Criterios de Clasificacion se usan para determinar si los puntos
criticos son maximos, minimos o ninguno de ambos, se podria recurrir
al criterio de Hessiana Orlada. No obstante, en los problemas
siguientes, los puntos criticos se pueden clasificar de manera directa,

usando la geometria del problema o una comparacion.
Ejemplos:

1. Minimizar Z = X? + Y? sujetoa X — Y = 0.
Sea LX,Y,A) = f(X,Y) — AgX,Y) = X2+ Y? - AX-Y) = X* +
([ 2x-a=0-x=12

LX:O
Y2-MX+AY=>Ly=0= 2Y—)\=0—>Y=—%
L;\ZO A A

=2.X=0, Y=0yA=0 e indica que el médximo con restricciones

coincide con el minimo local de Z.
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2. Determine 3 nimeros R X,Y,Z, cuya suma sea 10 y su

producto sea maximo.

Maximizar P = XYZ con restriccion X+ Y+ Z =10 tal que sea
LX, Y, D) =fXY) — 2gXY) =XYZ-AX+Y+Z—-10) = XYZ —
AX =AY —AZ + 10A.

Por lo tanto, sus puntos criticos son:

Ly = 0 ( YZ—A=0 A=YZ \
Lo | XZ—-1=0 A=XZ |
Y = 4 XY—2A=0 = A=XY &-X
Lz =0 l_X+Y+Z—10 10J
Ly=0 cxy =0 ~X=10=2X=Y=i=-—

=Y=ZeR*

El producto méaximo estard dado por P = ? (X) * ? (Y) = ? (Z2) =

1000

27

3. Determine el valor miaximo y minimo de f(X,Y) = X? + Y?

sujeto a X* + Y4 = 1.
LX,Y,) =fX,Y) — 2gXY) =X2+ Y2 - AX* +Y*-1).
Siendo sus puntos criticos:

Ly =0 2X —4AX3 =0 - 2X(1 —2AX3) =X =0
Ly=0=14 2Y—4AY3 =0 — 2Y(1 —2AY2) 2 Y =0
Ly=0 Xt —Y*=0oX*4Y*-1=0=21%0

Por lo tanto, no hay puntos criticos. No obstante, se consideran los

siguientes casos para anular las tres ecuaciones:
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Tabla 2.3 Criterios de Clasificacion

Puntos

criticos Ecuacion Resultados Interpretacién
X=0,Y X*+Y*-1 .
( 1+0 No hay puntos criticos
=0) =0
1-20Y2 > Y2 =~
( yA = 11 Los puntos criticos son
X=0Y ) T2 T 2 _1
#0) 122y Sustituyendo en | (0D, (0,—1) con A =2,
X4 4Y4—1=0=> pero sin valor de Z.
Y=+1
1-20X2 > X2 = —
( yA= 1 1 Los puntos criticos son
X+0Y 5 T2x2 T 2 _1
=0) . Sustituyendo en | (10), (=1,0) con A ==,
Xt 4Y¢—1=0=> pero sin valor de Z.
X=41
1 = 2AX? elevando al | Reemplazando los valores
, cuadrado ambos | de X* y Y* en ecuacion
1-2XX términos 12=| X*4+Y*-1=0 se tiene
2424 41 BRI . 2 —
X £0,Y 2K = X = que S+ m=1=2
’ 1 1
£0) 1= 2)Y? clevando al | 3 Entonces, X* = -7y =
2.
) cuadrado ambos o L o
1-2xy términos 12=| L[5 Y= ne) =t /%
292v4 41 *
ANV =5 7\2=§ysinvalordeZ.

Para clasificar los puntos «empiricamente» se evaluard la funcion fy

para visualizar la situacion se dibuja la curva de interseccion entre la

superficie Z = X2 + Y? y la superficie generada por curva X* + Y* =

1:
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Figura 3.7 Maximos Relativos

Fuente: (Mora, W. F. 2016).

|~
|~

Se obtienen cuatro puntos maximos relativos, (+z=,*t 7

2
2’\/_5) y

<|
<|

2

cuatro puntos minimos relativos, (£1,0,1) y (0, £1,1).

Cuando las condiciones de primer orden fallan sucede cuando los
puntos criticos L no necesariamente son soluciéon del problema de
optimizacion, a pesar de que el método de multiplicadores de Lagrange
es muy eficiente, dan origen a L. Dicho teorema se emplea solo cuando

se indican las condiciones necesarias.
Ejemplo:

Considere el problema minimizar f(X,Y) = X3+ Y3 sujeto a la

restricciong =X —Y = 0:
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Figura 3.8 Representacion grafica de maximizacion

Fuente: (Mora, W. F. 2016).

Tal que (0,0) no es maximo ni minimo local de f en D, pues V € >
0,(s,e) EDy (—g,—€) €D, pero f(0,0) =0 > f(—g,—e) = —2e3 y
f(0,0) = 0 < f(g, &) = 2¢3.

Sin embargo, (0,0) satisface Vg(0,0) = (1,—1) # (0,0), siendo la

unica solucion con A = 0 del sistema VL(X,Y,A) = 0:

LX=3X2_}\=0
Ly =3Y2—1=0
Ly=X-Y=0

Cuando Vg se anula, el método de multiplicadores de Lagrange
requiere que Vg no se anule en puntos criticos de f sobre D para que el
conjunto de puntos criticos de L contenga al conjunto de puntos

criticos de f sobre D.
Si Vg(X) se anula podrian pasar varios resultados de cuidado:

» El sistema no tiene soluciones en R y puntos criticos de L no
detectan el minimo local (1,0, 1).
» El sistema no tiene solucion, pues el método de multiplicadores

de Lagrange no detecta el 6ptimo.
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» Varias soluciones para un mismo A y no detecta el optimo.

> Tiene infinitas soluciones con A € R.

El criterio de clasificacion para tres variables o mas no siempre
funciona, se debe recurrir a otras técnicas y se aplica cuando hay

restricciones.

La  forma  cuadritica  general, con n  variables es
F(X1,X2,X3,Xg) o, Xn) = @11 X3 + 220X5 + a33X5 + ag X5+ +
annX5 + 2a1,X1 X, + 2a13X1 X3 + 221,X, Xy + o+ 221, X X + o0+
2a-1)nXm-1)Xn aunque para dos y tres variables se tiene FX,Y) =
aX?+2bXY +cY? y F(XY,Z) =aX?+bY% + cZ? + 2a;XY +
2a,XZ + 2a3YZ.

La forma matricial  2a;X;X; = a;X;X; + a;X;X;  tal  que
F(X, X5, X3, Xy, ..., X)) se puede reescribir como
F(X1, X5, X3, X4, e, Xp) = a11X2 + 215X, X, + 213X, X3 + 214X, Xy +
ot anX Xy +a21XXg +aX5 + o+ apn XXy + o+ ap XpXg +
an2XnXy + a22X5 + - + apnXd = F(Xy, X5, X3, Xy o, Xp) =
(X1, X2, X3,Xg, oo, XA, X5, X3, Xy o, X)) T = X4 A% XT =

Asimetrica) = (a5)
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Ejemplos:

1. Sea F(X,Y,Z) = X? + 4XY + 2XZ — 7Y% — 6YZ + 5Z? tal que
al ser una expresion cuadratica implica una matriz 3

(hileras)*3 (columnas)

. 2 XY XZ
Coeficiente X Coeficiente ~ Coeficiente 7\

Y
Coeficiente —
F(X,Y,Z) = | “2¢""*™€ 37 Coeficiente Y2

o YZ
7y Coef1c1ente7

Coeficiente — Coeficiente —
2 2 Coeficiente Z2

1 2 1
=X Y,2) (2 -7 —3) (XY, 2)T
1 -3 5

El estudio algebraico de las formas cuadraticas estd centrado en
determinar si una forma tiene siempre el mismo signo; es decir, si las

formas F(X,Y, Z) pueden ser (+) o (—):

> F(X,X,,X3,Xy,...,X,) se dice definida positiva si
F(Xy, X2 X3, Xa o, Xp) > 0,V Xy, X5, X3, X4, e, X, NO todos =
0.

> F(X,X,,X5,Xy,...,X,) se dice definida negativa si
F(Xy, X5, X3, Xy, ..., Xp) <0,V Xy, X,, X3, Xy, ..., X, no todos =
0.

Teorema:F(X,Y) = aX? + 2bXY + cY? > 0,V X,Yno todos = 0 &
a>0,Det(JAD(E ®)>0 (+) y FXY)=aX?+2bXY +cY? <
0,V X,Ynotodos =0 < a< 0,Det (IAI)(‘; E) >0, (-),

respectivamente.
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Este teorema se puede probar complementando cuadrados: F(X,Y) =

ac—b?

c(X +§Y)2 + (T)YZ =>FX,Y)>0,vX,Ynotodos =0 & a>

_h2
Oy(acab)>O;esdecir,a>0yac—b2>0.

a;1 a;; A3 Ag -+ A

a1 Az A3 Aaz - Ao

. a a a dzq4 - 9d3n
Generalizando: D, = |A| » D, = |73t 32 33 3 a y

dg1 Ay 43 dgq v 941

apn1 anz 4n3  Ang dnn

a;; Aarp A3 A1g di

az; Azz A3 dz4 dai

. a a azz azq -+ A3
D; puede ser definido como D; = |731 32 a,.| tal

Ag1 Ay 43 dAgq v G4

aj1 QA2 A3 djg dii

que D; son los menores principales de D,,.

Nota: Dada una matriz cuadrada A, un menor principal es el determinante de
una submatriz cuadrada de A en que los elementos de su diagonal principal

pertenecen a la diagonal principal de la matriz A. Ejemplo: A=

1 -1 0
(—1 0 3) siendo los menores principales de orden 2 los

0 3 -2
1 -1 (1 0
-1 0|'|o —2| M

determinantes, eliminando una columna y una fila,
0 3 |

3 =2

Teorema: F(X;,X;,X3,X,,...,X,) es definida positiva (+) si D; >

0,D, >0,D3 >0,...,D, > 0 y definida negativa (—) si D; > 0 para i

pary D; < 0 para i impar.
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2. Sea F(X,Y,Z) = 2X? — 4XY + 4XZ + 6Y? — 4YZ + 8Z? tal que
al ser una expresion cuadriatica implica una matriz 3

(hileras)*3 (columnas):

. 2 . XY .. XZ
Coeficiente X Coeficiente > Coeficiente 5

. XY
F(X,Y,Z) = | Coeficiente == ¢ oficiente Y2 Coeficiente X2 | =
2

.- XZ . YZ
Coeficiente — Coeficiente — . 5
2 2 Coeficiente Z

2 -2 2
D; = (—2 6 —2) = 48 > 0 que puede estimarse mediante estos
2 -2 8

métodos:

Asociados a matrices 3x3: Si A es una matriz de 3x3 su

32%2\323
Az Agy” das

[(a11a22a33) + (az3a12a31) + (az1a32a13)] — [(ag3az2a31) +

determinante se estima

1 A1z Qa3
"
dz; dAgz  dzs

|Al =

por =

2 -2 2
(az1a1pa33) + (az3a3za11)] >~ Det(A) = |-2 6 =2 =
2 -2 8

[2%6x8)+ (—2+—-2x2)+(—2+x—-2x2)]—-[2*x6%2)+
(—2*%—=2x8)+(—2+—2%2)] =48

Estrella de David: Método usado cominmente, que no es muy

conocido, pero tiene gran aplicacion en calculos mentales.

431 312,913
azy }@q_.‘:ﬂzg

P &
d37 @32 daz

Apg di3
|Al =

431 > 233lp = [(a11222233) +

(azzaipazq) + (az1a32a13)] — [(a13a22a31) + (az1a12a33) +

2 =2 2
(az3a3za11)] =+ Det(A) = (—2 6 —2) =[(2+x6x8)+
2 -2 8
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(m2%=2x2)+(—2+*—=2%2) |- [(2*6%x2)+ (-2 —2
8)+ (—2x—-2%2)] =48

Método por menores, determinantes o regla de Cramer

Se parte de un sistema de ecuaciones
X Y Z Término Independiente
2X—  2Y+ 2Z = -3 . .
OX+ 6Y— 27 — 13 . Enseguida, se estima
2X—  2Y+ 8Z =8

el determinante del sistema de ecuaciones

X Y Z
a2 -2 2
Al=28=15 ¢ 2
2 -2 8

Aplicando la Regla de Sarrus

dy; A1z 13
dz1 3z dz3
|A] = 2314 A3z *233
a8z *aj3

ik
dz1* dzz " dzzlp 0

dy1 A1z A1z A1 dyp
Det(A) = [az1  azz. 373 A1 A2z
a3 a3 A3y Az1 Az se obtenga el determinante

de la matriz.

A continuacion, se calculan los determinantes de las incognitas:
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Término Independiente Y Z
A -3 -2 2
X 13 6 -2
8 -2 8
A11. A1z 13
d21. 3z 4d23
|AI = |d3y "3-32- "33.33
e Bgy *Ai3
= ax% Az Mas;
Término Independiente Y  Z
-3 -2 2
13 6 =2
= 8 -2 8|~
-3 -2 2
13 6 =2
= [(a11az2a33) + (az1a32213) + (a31212a23)]
— [(a13a222a31) + (az3a32a11) + (@33212821)] =
=[(-3*x6x8)+ (13 x—2%2)+ (8*—2x—2)]
—[(2%6%8)+ (—2*—2%—=3)+ (8% —2x13)]
= —40
X Término Independiente Z
_|2 -3 2 .
=12 13 Za| =
2 8 8

d11._ 312 413 A1 A
Det(A) = [321 azz 33 231 4z

& A
= d3; 432 ‘333 dzq 43z
X  Término Independiente Z
_|2 -3 2 2 -3
-2 13 -2 =2 13
2 8 8 2 8

= [(a;1azza33) + (a12az3a31) + (@13a21a32)]

— [(a12321a33) + (@11323a32) + (a13322a31)]
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=[(2%13*8)+(—3*—2%2)+ (2*—-2%8)]
—[2%13%2)+ (2*—2%8)+ (=3 % —2%8)]
=120

X Y Término Independiente

|2 =2 _3
A=125 6 13
2 -2 8

|[A] = Q314 A3z *Aa33
A1 gy A3

F Y
= dz¢* dzz " Az3

X Y Término Independiente

2 =2 —3
—2 6 13 _
212 =2 8 =
2 =2 -3
2 6 13

= [(a11222333) + (az1332a13) + (a31212333)]

— [(a13az2a31) + (az3a32a11) + (a33812321)] =
=[2*6%x8)+ (—2*—2x—-3)+ (2*—2x13)]
—[(—3%x6%2)+ (13 *x—2%2)+ (8 —2x%—2)]
= 88

Con base en lo anterior, el valor de las literales o incdgnitas son

=20_95 y z=22-38_
Ag

X=22=_20__08333 y=%&
48

As 48 As 48

1.8333, respectivamente.
Regla de Sarrus

Este método repite las dos primeras filas o columnas de la matriz

debajo de la misma o del lado derecho, respectivamente, de manera
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que queden cinco filas o columnas. Después sumar los productos de las
diagonales descendentes (en linea continua) y sustraer los productos de

las diagonales ascendentes (en trazos).

|[A] = |23 A3z *A33
A1 gy A3

A1 Azz “az3
= [(aj1az2a33) + (az1332a13) + (a31312323)]
— [(a133z2a31) + (@z23332a11) + (@33a12a21)]

=. Det(A)
(% 2 3

=2 -2 8
2 =2 2
-2 6 -2

=[2*x6*x8)+(—2+—2%2)+ (2 *—-2x—-2)]
—[2%6%2)+ (=2%—-2%2)
+ (8x—2%—2)] =48
11 12 A13 A1 4y
Det(A) = 221 Az2 333 az; Ay
h K A
O dzj] dzz 4dzz d31; 43z
= [(a11a22a33) + (@12a23331) + (a13321a32)]

— [(@a12a21a33) + (@11323a32) + (a13322a31)]
2 =2 2 2 =2
S.Det(A)=|-2 6 -2 -2 6
2 =2 8 2 =2

=[2%6%8)+(—2*x—2%2)

+ (2% =2x%—=2)]
—[(—2%—-2%8)+ (2*x—2x—-2)
+(2x6%2)] =48
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El célculo del determinante de esta matriz 3x3, usando software

diferentes, es:

Tabla 2.4 Calculo del determinante de una matriz 3x3

Software Siglas Programacion Resultado
Matrix A=[2-22;-26-2;2-28]
MatLab

Laboratory det(A)

clml<-c(2, -2, 2)

clm2<-c(-2, 6, -2)

clm3<-c(2, -2, 8)

Statistician R R )
ma<-cbind(clm1, clm2, clm3)
ma
det(ma)
48
Proc IML;
A={2-22,-26-2,2-28};
Statistical
SAS Print A;
Analysis System
d = det(A);
Print d;
A={{2,-2,2},{-2,6,-2},{2,-2,8
Wolfram System H } _{ it H
Wolfram ® MatrixForm[A]
Modeler

Det[A]

Formas cuadraticas con restricciones lineales suponen que
F(X4, X5, X3, Xy, ..., X,,) esta restringida a que sus variables cumplan la

restriccion lineal o X + 0, X, + a3X3 + 04Xy + - + a, X, = 0.

Tal que con el determinante D; se obtiene un nuevo determinante

Orlado D;,i > 2:
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0 (e8] o O3 oy G
0y agq Q12 413 d1g4 - Agj
_ | @2 @z1 QAzp QAzz Az .. A |
Di = |A| é Det Orlado I 0(3 a31 a32 a33 a34 a3i I =
Oy Qg1 Qg A3 QdAgg 7 341)
Oj dp1 dp2 4dp3 dpga 7 @jj
0 (0 8] o, O3 Oy - Op
0y ap;q; d12 a3 d14 .+ Qdip
_ | @2 Q21 Az Azz Az4 .. QAzn |
Dn = |A| 6 Det Orlado i (X3 a31 a32 333 a34_ a3n i
\0‘4 dg1 Qg d43 dgq 7 Ayp /
Oy 3Apr  Ap2 dp3  Apg " Apnp

Teorema: Sea F(Xq,X,,X3,Xy, ..., X,) restringida a que sus variables
cumplan la relacion lineal oy X; + 0,X, + azX3 + X, + -+ +
o, X, = 0 es definida positiva si D, < 0,D3 <0,D,<0,...,D, <
0(+) y definida negativa si D;>Oparai=>2par y D;<
0 para impar (—).

Ejemplos:
a) La forma cuadratica f(X,Y,Z) = X2 — Y? — 7Z2 + XY sujeta a

la relacion lineal X + Y + 2Z = 0 es definida negativa pues:

0 Cg(X) Cg(Y) Cg(Z)
Cg(X) CfX?) Cf(-)%) Cf(%)

YX
=~ Cf(Y? YZ
ey T ol 0 1 1 2
Cg(Z) Cf(g) Cf(?) Cf(zzz) 1 1 1/ 0 _
D; = 2 = L 2 = —2par <0D;
1 1/, -1 0
2 o9 0 =7
>0
ol atip
_ 1 _
D, = 2 11 /2——1impar<0Di<0
e U 1, 1
2 9 0 =7 2
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Por lo tanto, esta forma cuadratica con restriccion lineal es negativa en

su determinante.

Clasificacion de Puntos Criticos, recordando la definicion de extremos

locales:

» Un punto P es Minimo Local de F(Xj,X;, X3,X,, ..., X,) si
existe un vecindario Vp alrededor de P en que cumple f(P) <
F(Q)V Q € Vp.

» Un punto P es Maximo Local de F(Xy, X3, X3,Xy, ..., X,) si
existe un vecindario Vp alrededor de P en que cumple f(P) >
F(QV Qe Vp.

» Un punto P es Ensilladura o Silla de F(Xy, X3, X3, Xy, ..., X,) si
existe un vecindario Vp alrededor de P en que cumple tanto

f(P) < F(Q) como f(P) = F(R) para diferentes Q, R de Vp.

3.4. Criterio para Maximos y Minimos-Taylor

Criterio para Méaximos y Minimos -Taylor puede generalizarse a varias
variables como sea V un conjunto convexo abierto, si f es continua y
tiene derivadas parciales continuas de segundo orden, sobre V,
entonces existe te[0,1] > V dospuntosP,Q € V;Q =P + h:
f(P+h) =

f(P) + Vf(P).h + %hH[tQ + (1 — t)P]hTMatriztranspuestra) t ¢ [0, 1] —

P,QeV;Q =P+ h;h =hy,hy, hs, hy,...,h, y Hes Hessiana |H[R]| =
|A| o Det.

Del teorema de Taylor y teoria previa de formas cuadraticas, se
obtienen condiciones suficientes para un maximo o un minimo local
segin sea D;(P),D,(P),D3(P),D4(P),...,D,(P), n determinantes
definidos:
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D;
fxx, (P fxx,P) fxx;P) fx,x,(P) fx,x,(P) .. fx,;x(P)
fx,x,(P) fox,(P) fi,x;(P) fx,x,(P) fxx,(P) .. fx,x,(P)
fxx,(P)  fx,x,(P) fx.x,(P) fx,x,(P) fx,x,(P) fx,x,(P)
= A1 (P fr, () k() fxx, (P fx,x,(P) . fx,x,(P)
fox, P) Fxox,(P) fxox,(P) fxox,(P) fxox,(P) 7 fxx,(P)
frx, (P frx, P fxx, P fxx, (P fxx,P) T fxx(P)

Entonces:

> f alcanza un Minimo en P si D;(P) > 0,D,(P) > 0,D5(P) >
0,D,(P) >0,..,D,(P) > 0.

» falcanza un Maximo en P si todos los determinantes pares son
positivos (+: D;(P) > Osiies par) y todos los determinantes
impares son negativos (—: D;(P) < 0 si i es impar).

» Si ninguna de estas condiciones se satisface, entonces en P

podria haber o no un extremo local.
Ejemplos:
a) f(X,YZ) = X% + 3Y? + 472 — 2XY — 2YZ + 2XZ.
Primer punto critico (V(X,Y,Z) = (0,0, 0)):
fx =2X—2Y+2Z=0=>=X-Y+Z=0
fy=6Y—-2X—-22=0=>=-X+3Y-Z=0; P(0,0,0)

f7=82-2Y+2X=0=>=X—-Y+4Z=0

Para estimar D;(P):

88




Fundamentos matematicos de diserio experimental para ingenieria. Parte Il

fxx(P) fxy(P) fxz(P)
D3(P) = |A| 6 Det = | fyx(P) fyy(P) fyz(P)

fzx(P)  fzy(P) fzz(P)
2 -2 2
=l-2 6 -=-2|=48>0
2 -2 8

fxx(P) fxy(P) fxz(P)
D,(P) = Al 6 Det = frx(P) fyv(P) e | = (
P ) P

=(_22 _62)=8>0

fxx (P) fXY(P))
fyx(P)  fyy(P)

D,(P) = |A| 6 Det = (fEXX(EPF)E ?‘"’EE; ?) =(2)=2>0

Por lo tanto, en P(0, 0, 0) f alcanza un minimo local.
b) f(X,YZ) =X? — Y2 —YZ.
Primer punto critico (V(X,Y,Z) = (0,0, 0)):

fXZZXZO

fy=—2Y—7= o} P(0,0,0)
fZ =-Y

Para estimar D;(P):

D;(P) = [A| 6 Det = | fyx(P) fyy(P) fyz(P) |=({0 -2 -1

fxx(P) fxy(P) fxz(P) <2 0 0)
- 0 -1 O

fzx(P)  fzy(P)  fzz(P)
=-2<0

fxx(P)  fxy(P) #xztP>
D,(P) = |Al 6 Det = | fyx(P) fyy(P) fztP)
=Py =P =5

fux(P) iy (P
= (B mw) = S)=-a<o
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D, (P) = |A] 6 Det = (f;(x(;?; ‘f‘i ?) —@)=2>0

Por lo tanto, en P(0, 0, 0) f podria haber o no un extremo local.

Puntos Criticos para problemas con una o mas restricciones considere f
sujeto a restriccion g = ¢ o, es decir, «optimizar la funciéon objetivo
f(X1, X5, X3, Xy, ..., X,) sujeta a restriccion g(Xq, Xy, X3, Xy, .., Xp) =

o», cuya funcion lagrangiana sera:

L(Xy, X5, X3, X4, oo, Xy A1)
= f(Xl,XZ,X3, X4, ""Xl’l) - }\(C
- g(Xll X2’X3IX4I ey Xn))

Asi, los puntos criticos se obtienen resolviendo el sistema, con

condiciones de primer orden:

o O o O

LX; =fx, —2Agx,

LX, =fx, —Agx, =
LX; =fx, —Agx, =
1 Xy =fx, —2gx, =

LXn - an ; Agxn = 0
LL?\ = g(Xl, Xz, X3, X4, 'Xn) =0

El criterio que se usara para clasificar puntos criticos difiere del

criterio que se usa en problema de optimizacion sin restricciones.

Por lo tanto, se considera el Hessiano Orlado:
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Dy (P)

0 gx, (P) gx,(P) gx,(P)
gx,(P) Ly x,(P) Lxx,(P) Lxx,(P)
gx,(P) Lx,x,(P) Lx,x,(P) Lx,x,(P)
=1 ex,(P) Lx,;x,(P) Lx,x,(P) Lx,x,(P)
gx,(P) Lx,x,(P) Lx,x,(P) Lx,x,(P)

g (P Lyx,(® Lyx,®) Lyx P

= Sus menores principales

D;(P)

0 gx, (P) gx,(P) gx,(P)
gx,(P) Lyxx, (P Lxx,(P) Lx,x,(P)
gx,(P) Lx,x,(P) Lx,x,(P) Lx,x,(P)
gx,(P) Lx,x,(P) Lx,x,(P) Lx,x,(P)
| 8x,(P) Lyx,x,(P) Lx,x,(P) Ly,x,(P)

—

\gx{(m L, Ly () Ly, (P)

Si P es un punto critico de f

g(X1;X21X31X4; ...,Xn) = ccon Dl(P) <0:

gx, (P)

Lx,x,(P)
Lx,x,(P)
Lx,x,(P)
Lx,x,(P)

Lx, x,(P)

gx,(P)

Lx,x,(P)
Lx,x,(P)
Lx,x,(P)
Lx,x,(P)

Lx;x, (P)

sujeto

gx, (P)
fx, x, (P)
Lx,x, (P)
Lx,x, (P)
Lx,x, (P)

Lx, x,(P)

gx, (P)
Lx,x;(P)
Lx,x,(P)
Lx,x; (P)
Lx,x;(P)

LXiXi (P)

restriccion

» En Pf es Minimo Local si D,(P) < 0,D3(P) < 0,D,(P) <

0,..,D,(P) <O.

» En Pf es Maximo Local si todos los D;(P) > 0sii>

2 es par 0 pares son + y

todos

D;(P) < 0siiesimpar 6 impares son —.

los

Cuando aparece mas de una restriccion se debe considerar un Hessiano

con mas de una orla (restricciéon), pues si hay n variables y m

restricciones tal que m < n de forma g'(Xy, X,, X3, X4, ...

Lagrangina sera:

'Xl’l) =G =
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m
L = f(Xq, X2, X3, X4, .o, X)) + z Ailci — 8'(Xq, X2, X3, X4, o, Xn) |

i=1
Y su hessiano orlado sera:
/00---0 g1 gz 85 8 - & \\
| 0.0 g g g el | e |
|g%g% ~87 Lyxx, Lxx, Lxgxs Lxgx, Lx1xn|
| 8285 88 Loxi Lo Loxs Lo, 7 Lix, |
\g%grzl «8n Lxx, Lxyx, Lnxs Lxyx, anxn/
Ejemplos:

1. Halle extremos de Z = X? + Y? sujeto a restriccion X + 4Y = 2.

Ly =2X—-2=0 4 2
Puntos criticos { Ly =2Y—-4A=0 :>7\=1—7,X=1—7yY
[, =2—-X—-41=0
B 8
17

2 8

Tal que el unico punto critico es P = (17, T

)- Se usa el teorema para

clasificar los puntos criticos que, en este caso, se calcula el Hessiano

Orlado (D,):

0 CgX) Cg) 0 1 4
D,(P) = [CgX) Cf(lx,x,) Cf(lx,;x,)|=|1 2 0[=-33<0

2 8 2 8

Por lo tanto, P = (5’5’ z(;, T

)) es minimo local. Graficamente:

Figura 3.9 Representacion grdfica del minimo local
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Fuente: Adaptacion (Mora, W. F. 2016).

2. Maximice f(X,Y) = 2Y — X sujetoaY = SenX,0 < X < 2m.
Sea F(X,Y,A) = 2Y — X — A(Y — Sen X)

Fy =—=1+ACosX =0

1
Puntos criticos Fy=2—-A=0 =>A=2,CosX =§,X
Fp==-Y+SenX=0
i 5 V3
=3 X=gmyY=o

Tal que P, = (g,?)y P, = (gn,—g). Se usa el teorema para

clasificar los puntos criticos que, en este caso, se calcula el Hessiano

Orlado (D,):

0 Cg(X) Cg(Y) 0 —CosX 1
D,(P) = [Cg(X) Cf(Lx,x,) Cf(Lx,x,)| = |- CosX 0 0
Cg(Y) Cf(lx,x) Cf(Ly) 1 0 0

=0

Por lo tanto, D,(P;) =D,(P,) =0 tal que el criterio no da

informacion. Graficamente el plano restrictivo es:
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Figura 3.10 Representacion del plano restrictivo

521 110° | 11
"%

Fuente: Adaptacion (Mora, W. F. 2016).

3.5.Integral Doble parte de R

Integral Doble parte de R con region acotada y cerrada del plano de
drea A(R) y f: R? - R funcién definida acotada sobre R.

Suponga que Mg = {Ry,R,,R3, Ry, ..., Ry} es un conjunto de n celdas
que conforman una malla que cubre R, tal que el 4rea de cada celda R;

se denomina AA;

Figura 3.11 Representacion grdfica integral doble

2= fx. y)

malla Mz

(x; )

Fuente: (Mora, W. F. 2016).
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L suma de Riemann de f sobre f sobre R (cuadrado) es una expresion

de forma:
n
Z f(X, Yi)AA;
i=1

Donde (X;,Y;) € R;. Si f es continua y positiva sobre R = f(X;, Y;)AA;
proxima el volumen de cada prisma P, de base R; y altura f(X;, Y;) tal
que la suma de Riemann aproxima el volumen del solido entre la

region Ry gréfico de f:

Figura 3.12 Volumen del solido

Fuente: (Mora, W. F. 2016).

El diametro de malla de cada celda R; es la maxima distancia entre
todas las distancias entre cualesquiera dos puntos en R;, denotado por

IRl

El diametro de malla Mg es |[|[Mg|| = Sup;{||R;|[}. Entonces, la Funcién
Integrable sostiene que si las sumas de Riemann de f sobre My tiene un
limite, independiente de los (X;,Y;), conforme [|[Mg|| — 0 entonces se

dice que f es integrable sobre R y la integral es este limite:
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n
J f XY A= D141ﬁnoz £(X,, Y;)AA; = n = Card(M)
R i

Si R es region rectangular la malla My se puede tomar como un
conjunto de rectangulos Rjj = [X;, Xjyq] * [Y']-,Yj+1] de area AAj =

AX;AY; reemplazando dA por dX dY escribiendo su limite como:

n m
jj f(X,Y)dXdY = lim ZZf(Xi,Yi)AXiAYj
R In,m[|—>c0 4
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Figura 3.13 Diametro de malla

X/ Malla Mz

Fuente: (Mora, W. F. 2016).

Teorema Propiedades de Funciones Integrables, similares a las de una

variable:

> Sifes continua sobre R = f es integrable sobre R.

» Sea k€ R. Si fy g son integrables sobre R = kf y f+ g son
integrables sobre R y [ kf(X,Y)dA =k [[, f(X,Y)dA y
[, fXY) £g(X,V)dA = [f, fX,Y)dA % [f, g(XY)dA.

» Si f y g son integrables sobre regiones R y S que no se

traslapan, entonces f es integrable sobre RUS 'y
[rus [ Y) dA = [, £(X,Y) dA + [f; £(X,Y) dA.

» Si f y g son integrables sobre regiones R y f(X,Y) <
g(X,Y)paravV(X,Y) eR entonces [ fR f(X,Y)dA <
ffR g(X,Y) dA.

> Si f es integrable sobre R y
M<f(X,Y) <mparaVvV(X,Y) eR= MA(R) <

[, fX,Y)dA < mA(R).
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CAPITULO IV
CALCULO DE INTEGRALES DOBLES

Calculo de Integrales Dobles, la integral iterada indica que el teorema
de Fubini establece que si f es continua sobre R, la integral doble se
puede evaluar por «integracion parcial» respecto a cada variable, una

ala vez.

Este es el método de «integrales iteradas» tal que se puede especificar

dos maneras equivalentes de describir una misma region:

1. Region entre curvas Y=g;(X) y Y=g,(X) tal que R=
{XY)ER?=a<X<byg,(X) <Y<g,(X)} con g, y g

funciones continuas en [a, b]:

Figura 4.1 Region entre curvas

Yi .___y:_‘g_,'_z_(j)//

Fuente: (Mora, W. F. 2016).

2. egion entre curvas X =h;(Y) y X=h,(Y) tal que R=
{XY)ER?*=P<Y<Qyh;(Y) <X<hy,(Y)} con h; yh,

funciones continuas en [P, Q]:
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Figura 4.2 Region entre curvas

Y x=hy(v)
q
R
PI—/ /
x=hy(y)
X

Fuente: (Mora, W. F. 2016).

El Teorema de Fubini indica, por un lado, sea R = {(X,Y) E R? = a <

X<byg,(X) <Y<g;(X)} con g y g, funciones continuas en

[a, b]. Si f es continua en R =:

b rg,(X) br rg82X)
f J f(X,Y)dA = J f f(X,Y)dydx = f l f f(X, Y)dy] dx
R a g1 (X) a gl(X)

Graficamente (Y = f(X), en otras palabras, Y esta en funcion de X):

Figura 4.3 Region entre curvas

4
RN
h R
y=gi(x) T

a b X

Fuente: (Mora, W. F. 2016).

99




Fundamentos matematicos de diserio experimental para ingenieria. Parte Il

Por otro lado, sea R={(XY)ER?=>p<Y<qyh;(Y)<X<
h,(Y)} con h; y h, funciones continuas en [p, q]. Si f es continua en

R =:

nda= [ vy = [ fx x| dy
R p “hi(YV) p Lh

1(Y)
Graficamente (X = f(X), en otras palabras, X esta en funcién de Y):

Figura 4.4 Region entre curvas

Y x=hy(v)
g | 4
R
PI—/ I
x=h(y)
X

Fuente: (Mora, W. F. 2016).

Ejemplo:

1. Sea R region de figura. Calcule || fR XY dA usando el orden de
integracion “dydx” (Y=f(X)) y teniendo 0<X<

XZ
2y7(X)SYSX:
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Figura 4.5 Region entre curvas

N /
y=x
i 4 P
&5
| o
2
X
Fuente: (Mora, W. F. 2016).
2 X 2 X
ff XYdA=f J;(ZXYdydx=f LZXYdy dx
R 0 > 0 >

2 /y2 X 2 /3 5 Xt x6\|2
XYdA = X|— dx = ———dx=— - —
[ xvan=[x(7pos= [ (7)== (5 -3

:l(2)4 (Z)l l(O)4 (0)6l 2

3

Usando el orden de integracion “dxdy” (X =f(Y)) y teniendo

0<Y<2yY<X<V2Y:

Para encontrar este planteamiento se hace un giro de 90° en sentido de

manecillas del reloj (derecha) tal que a =q, b =p y los limites superior-

inferior no sufren cambios; aunque, Y =g;(X) * X=h;(Y) yY=g,(X) =

X = h,(Y).
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Figura 4.6 Region entre curvas

Fuente: (Mora, W. F. 2016).

dy

2 2Y 2[ ~V2Y
f f XY dA = f f YX dxdy = f f YXdx
R 0 JY 0 Y
2 XZ V2Y 2 2Y2 YZ
XYdA=j Y —) dy=J <———Y>dy
f'[R 0 2 Y 0 2 2

23 YH\[* [@° @* [(0)° (0)*
:<z*3_?>0:l 3 sl_[s - l
2

3

8

4.1. Area-Volumen

Segun definicién de integral doble, el area Ag de una regién R se
puede calcular con integral doble “drea de base xaltura”: Agr =
JIz 1dA = Vo = [f, f(X,Y)dA pues f(X,Y) =0 y continua en una
region cerrada R, Vo volumen del sdlido Q que tiene a R como base

una altura de medida f(X,Y) en cada (X,Y) € R=: Vo =
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Jz f(X,Y)dA y solido Q esta limitado, sobre region cerrada R, por dos
superficies de ecuaciones Z = f(X,Y) y Z = g(X,Y) con f-g continuas y

£(X,Y) — g(X,Y) = 0 sobre R = Vo = [, f(X,Y) — g(X,Y) dA:

Figura 4.7 Area Ay de una region R

Z | 2 =f(z,y)

Fuente: (Mora, W. F. 2016).

Y muchas veces es conveniente considerar la region R como

proyeccion del solido sobre I1: XZ o YZ.
Ejemplos:

a) Sea Q un solido limitado por las superficies Z =1 — X%, X +
Y =1 en el primer octante. Calcule Vi, usando como region R

cada una de las proyecciones del solido sobre I1: XY, YZ y XZ.
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Figura 4.8 Volumen Vy de una region R

z+y=1
Fuente: (Mora, W. F. 2016).

El calculo de Vi proyectado sobre I1: XZ es:

Figura 4.9 Calculo de V, proyectado sobre I1:XZ

Fuente: (Mora, W. F. 2016).

La region de interés estd entre la curvaCy:Z=1-X3X=0 y

Y = 1 — X tal que integrando en el orden “dzdx”:
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1 ,1-X? 2 ,
szjf 1—X—0dzdx=fZ—ZX|(1)"de
0 J0 0
1

2
=f (1—X)(1—X2)dx=X—1X3—1X2+1X4
0 3 2 47 |y

5
12

El calculo de Vg proyectado sobre IT: XY es:

Figura 4.10 Calculo de V, proyectado sobre I1:XY

A

Fuente: (Mora, W. F. 2016).

La region de interés estd entre la curva C5: Y =1—-X,X € [0,1],Z=10

y Z = 1 — X? tal que integrando en el orden “dydx”:

1 ~1-X 2 )
szff 1—X2—Odydx=fZ—ZX|(1,‘de
0 Y0 0

2 1
=f (1= X)(1—X?)dx = X — = X? — - X3 4 L
0 27 37 T4t

5
12

El calculo de Vg proyectado sobre I1: YZ el solido no esta entre dos

superficies, se tiene un solido Q; que estientre X =0y Z =1—X?en
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R; yunsolido Quentre X =0y Il: X+Y=1enR, talque Q =Q, U
Qz:

Figura 4.11 Cdlculo de V proyectado sobre I11:YZ

Vo=Vo, + Vo

Zp Proyeccion I,

Fuente: (Mora, W. F. 2016).

La curva C; es la proyeccion de YZ de la curva de interseccion entre la
superficie Z=1—X? y II:X+Y =1 tal que C; tiene ecuacién en
términos X e Y: Z=1-X2NX+Y=12Z=1-(1-Y)2>Ye€
[0,1].

En consecuencia, C; divide la region de integracion en dos partes
(regiones R; y R,), X =+v1—7Z,X =0 sobre laregion R; y X =1 —
Y, X = 0 sobre la region R,.

Por lo tanto, el orden de integracion “dzdy” es:
1,1 1 2Y-Y2
VQ:J-[ \/1—Z—0dzdy+ff 1—-Y—0dzdy
0 J2y-v? 0o Jo

12 3 1
=f §(1—2Y+Y2)§dy+f (2Y — 3Y2 + Y?) dy
0 0

12 1
=J §—(Y—1)3dy+j (2Y — 3Y2 + Y3) dy
0 0

1 2 2 P 1 1+ s
= Y4+ 2Y3 Y242y 4+Y2-Y3 Y4 =—
60 13 +3 0+ t2 o 12
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Para el cambio de variable en una integral doble se plantea una
variable, si f tiene una derivada continua en [a,b] y X = X(U) esta
definida en [uy, u,] cona = X(u;) y b = X(u,), si f(X(U)) es continua

en [uy, u,| entonces:

b up
f f(x) dx =f f(X(U))%du

1

No obstante, existe una féormula andloga para integrales dobles:

f f £(X, Y) dx dy
Rxy
2(X,Y)
= HR £(X(U, V), Y(U, V) ‘G(U w4V dV con 559
0X 0X
_ e aial| 89U 3V
= Det 4 |A| Y oy
au oav

Se asume que las funciones X = X(U,V),Y = Y(U, V) estan definidas y
tienen derivadas parciales continua en region de integracion Ryy en
[T1: UV. En este caso si se asume que las funciones inversas U =
U(X,Y),V=V(X,Y) estan definidas y son continuas en Ryy, hay un

mapeo invertible entre el interior de Ryy e interior de Ryy.

La funcion f(X,Y) se asume continua en Ryy y asi f(X(U, V), Y(U,V))
es continua en Ryy. También, se asume que el Jacobiano J(U,V) =

a(X)Y)
a(u,v)

es no nulo en el interior de Ryy.

La restriccion que el cambio de variable sea invertible en el interior de
Rxy, J(U,V) no se anule en el interior de Ryy, es necesaria para poder
usar el cambio de variable con coordenadas polares en las regiones que

contienen el origen.
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Figura 4.12 Cambio de variables

v

z = o(u,v)
v =y(uv)

u = u(z,y)
v =v(z,y)

=Y

Fuente: (Mora, W. F. 2016).

4.2. El Teorema de Cambio de Variable

El Teorema de Cambio de Variable indica que sea Ryy una region
compacta y conexa en el plano contenida en un conjunto abierto A de
R2. Sea r:A—- R? con r(U,V) = (X(U,V),Y(U,V)), una funcion

continua con derivadas parciales continuas tal que r es invertible en el
X X

interior de Ryy y J(U,V) = Det6 |Al{ % 9V | es no nulo en interior de

ou oV

Ryv.

4.3. El Jacoviano

El Jacoviano J(U,V) va en valor absoluto dentro de la integral. Solo
requiere que r(U, V)sea invertible en el interior de Ryy y, por tanto,

|J(U, V)| no se anule en el interior de Ryy.
Sea Ryy = r(Ryy) y f: Ry = R una funcion continua.

Entonces:
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f L f(X,Y)dxdy = f jR f(X(U, V), Y(U, V) |J(U, V)| dU dV

La Idea Geométrica considera el cambio de variable X(U,V),Y(U,V)
que transforma R en S y cumplen las condiciones del teorema. Este
cambio de variable define una funcion invertible r(U,V) = X(U, V)i +
Y(U, V)j en el interior de Sy S = r(R):

Figura 4.13 El Jacoviano

(i, v5)

VA

i r(u,v) = z(u,v)T+ y(u, )T

Y

<Y
" |

Fuente: (Mora, W. F. 2016).

Si se toma un rectangulo R;; de una malla M de R. r transforma el lado
u=u; en curva Cy:r(u;, V),V € [V],V] +AV] y el lado V=V, en
curva Ci:r(U,V;),V € [U]-,Uj + AU]. Ademas, si r~! es continua, r es
un homeomorfismo y la frontera del rectangulo Rj; es “mapeada” en

frontera S = r‘(Rij) en el interior:
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Figura 4.14 Mapeo sin frontera

y+Av

Av Ry

Y

Au

!
T T
Ui u+ Au

Fuente: (Mora, W. F. 2016).

Si r(U;, V) = (X;,Y;) un vector tangente en (X;Y;) en C; es

%\;’V) v Vrepresentando la velocidad a que se desplaza el punto
=Yj

r(U;, V) cuando V va de Uj a U; + AV tal que la curva C;, (X;,Y;) se

ar(U;,V)

desplaza, en el tiempo AV, una distancia aproximada e .
V=V;
]

Usando el teorema del valor medio para derivadas se tiene:

r(Ui,V + AV) - r(Ui, Vl) = AUI'V

ar(uvj)
v

Analogamente, un vector tangente en (X;,Y;) en Cj es ,
U=U;

representando la velocidad a que se desplaza el punto (U, V]) cuando U
va de U; a U; + AU = Cj, (X;,Y;) se desplaza, en el tiempo AU, una

or(u,v;)

50 AU.

U=U;

distancia aproximada

Por tanto, el rectangulo Rj; en R se transforma en una porcion del

ar(U;,V)

I1: XY i paralel de lad
que es casi paralelogramo de lados — v=v,

AV 'y
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ar(uvj)

P AU tal que el area de este paralelogramo es, en producto

U=U;

vectorial:

ar(Ui) V)
oV

or(uv)
L ar(uy)

AUAV
ou

U=U;

V=Vj
Graficamente con un punto genérico (U, V) es:

Figura 4.15 Area del paralelogramo

Vi
Y
ar
=z(u,v)
v+ Av y=y(uv)
P(1,0) = o(u,0)i+ y(u,0)F
Ay —
Q’
¥
Q Au
| or
EAU
 — !
U u+ Au U

Fuente: (Mora, W. F. 2016).

El area del paralelogramo «curvilineo» es aproximadamente el 4rea del

ar ar
paralelogramo de lados WAV Yo AU.

El area de este ultimo paralelogramo es:

T K ax ey
or or X oY | I35 30 .
—«lavav=l3n 37 9= = (U, V)|k
v aU| ou au oY oy [J(U, V)|

Y oY = =

= 2 ol lou av

au av
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Tal que, si J(U,V) = 1, el cambio de variable conserva las areas. Si no,
el area de cada paralelogramo en XY es aproximadamente el area de

cada rectangulo en UV, multiplicada por |J(U, V).

Entonces, |J(U,V)| opera como un factor de compensacién por la
«deformacion» sufrida por region ante un cambio de variable. Si la

integral existe se debe tener:

As = ff 1dxdy~ZZ|I(U V) lymuyov, AUAV

i=1 i=

= ffR J(U, V)| dU dV

Y en general:
Ag = f f(X,Y) dxdy
S

> Z (X, Y)As;

i=1 i=
m

ZZf(r(UI,V))II(U Vly=u,v=v,

i=1

_ HR £U, V)|J(U, V)| dU dV

Superficies Parametrizadas indican que una parametrizacion de una
superficie S en R3 es una funcién inyectiva r: D ¢ R? - R3, r(u,v) =
X(u,v),Y(u,v),Z(u,v)) con X(u,v),Y(u,v)yZ(uv) funciones
continuas sobre D, con imagen S; es decir, r(D) =S tal que la

superficie S = r(D) se escribe:

S:r(u,v) = X(u, V)i + Y(u,v)j + Z(u, vk (u,v) €D
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Ejercicios propuestos

1. Caso S:Z = f(X,Y) implica que esta superficie en un dominio D, se
parametriza como r(X,Y) =Xi+ Yj+ FX Yk (X,Y)eD =D

es proyeccion de S en Il xy).

2. Considere la superficie S:X? +Y? < 1,Z = 0. Claramente, S es

circulo de radio 1 en I1xy), centrado en origen:

Figura 4.16 Ejercicio propuesto 2

Fuente: (Mora, W. F. 2016).

Se puede describir a S:Z=0 en D= {X?+Y? <1}, pero mas
conveniente es parametrizar esta superficie como r(X,Y) = X1+ Yj+

0k (X,Y)eD

3. Sea S la porcién del paraboloide Z = X2 +Y? entre Z=0 y
Z=1=S se puede parametrizar como S:r(X,Y) =Xi+ Yj+
X24+YDk X Y)eD={XY):X>+Y2<1}. También, Z=

X2 + Y? se podria ver como circunferencias de radio VZ =:

S:r(0,Z) = VZ Cos(t) i+ VZ Sin(t) j+ Zk, 0 € [0,2n[ y Z € [0, 1]
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Figura 4.17 Cilindro parametrizado

Fuente: Adaptado (Mora, W. F. 2016).

4. Sea S;:X*+Y?2=a%0<Z<H S es un cilindro que se

parametriza como 1(6,Z) = aCos(8)i+aSen(0)j+Zk con
(8,Z) e D = [0, 2mt[x[0, H]

Figura 4.18 Ejercicio propuesto 4

Fuente: (Mora, W. F. 2016).

114



Fundamentos matematicos de diserio experimental para ingenieria. Parte Il

4.4. Superficies Regulares

Superficies Regulares sefiala que sea S: r(u,v) = X(u,v)1 + Y(u,v)j +
Z(u,v)k (u,v) € D. r es de clase C* si X(u,v), Y(u,v) y Z(u, v) son de

clase C!, funciones continuamente diferenciables. En este caso,

considere los vectores or _ (a_x %y E) or _ (@ 9y E) Los
du _ \du’du’adu y av__ \av’av’av)’

ar or
vectores _| —| son tangentes a S en P.
dulp y avip g

Definicion: Sea D abierto y sea S una superficie parametrizada por

r:D c R? - R3 de clase C1. Se dice que S es una superficie regular en

. Or_or . . , .
(u,v) si X500 * 0. Si S se puede partir en un nimero finito de

elementos regules se dice regular a trozos.

Ejemplos:

1. Caso S:Z=1XY) entonces
r(X,Y) =Xi+ Yj+ FX,Y)k, (X, Y) €D con fy y fy continuas,
%xg—‘r( = (—f, —fy,1) # 0 tal que S es regular en D.

Area de una superficie presenta la definicion de area de una superficie
paramétrica consistente en aproximar el drea de S sumando las areas de
«sus planos tangentesy; es decir, el area de paralelogramos generados

por vectores escalados Aujry y Avjry. Tal que, tomando el limite

cuando Avj —» 0y Ayj - 0:
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Figura 4.19 Area de superficie

VA

ng A’Uj

Au,;

<Y

Fuente: (Mora, W. F. 2016).

Se parte que D en n rectangulos como (a), tal que en cada Dj; se toma
el punto (uj, vj) mas cercano al origen. En punto r(ui, vj) de superficie
S;, el I1 Tan tiene ecuacion Ti: r(ui,vj) + tru(ui, v]-) + srv(ui,vj) con

t,seR.

Tal que, la porcion de superficie de S que es imagen de a Dj; se puede

aproximar con un paralelogramo en Il Tan de lados Aujry, Avjry.

Ahora bien, el paralelogramo tiene area ||Auiru X Av; rV||.

Sacando escalares y sumando el area de todos los paralelogramos se

tiene que area de la superficie S = Y||ry x ry || Au;Av;:

Figura 4.206 Area de la superficie
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Fuente: (Mora, W. F. 2016).

4.4.1. Area de Superficie

El Area de Superficie define que S es una superficie regular definida

sobre un conjunto abierto medible D.
Entonces:

S:r(u,v) = X(u, )i+ Y(u,v)j + Z(u,v)k (u,v) e D

ar
du ov

ar

Si se llama dS =

[fy 1eas=[f [5x

infinita de superficies parametrizadas que intersecan a lo sumo en

de superficie S es Ag =

S=S,U..US, es uniétn

curvas que forman parte de sus fronteras, entonces Ag = Ag, + Ag, +

AS2 + -+ Ask.
Ejemplos:

1. Caso S:Z =f(X,Y), una parametrizacién es r(X,Y) = Xi+ Yj+
=1+ + 17 = Ag =ffs 1 *

dA=[[, 1xdS=[[, y1+f5+f5dA

dr Or

f(X, Y)k y EXE

s=/[, [|=x

ar 6r

2. Caso S:F(X,Y,Z) = 0, donde S se puede proyectar uno a uno sobre

una region D del Il xyy y si F define a Z como funcion de X e Y y si

F, #0=>7Zx = —IF:—X, Iy = —E—Y y la formula anterior es Ag =
Z Z
[F§+F+F2
[fy 1%dS=][ XlF‘I{ dA.
Z
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Area de una Superficie-Proyectando sobre varios planos indica que S
es una superficie regular y que F es continuamente diferenciable e

inyectiva sobre D.

» Proyectando sobre Ilixyy: Si S:Z =Z(X,Y) o S:F(X,Y,Z = 0),

con (X,Y) € Dgy tal que Ag = ffDXY 1+7Z+Z3dA o, en

/F§+F§+F%

“version implicita”, Ag = [ [ =
XY VA

dA con Fz # 0 en

Dyy.

» Proyectando sobre Ilxz): Si S:Y = Y(X,Z) o S:F(X,Y,Z = 0),
con (X,Z) e Dxz tal que Ag = ffsz’/ 1+YZ2+YZdA o, en
[FZ+F3+F2

“version implicita”, Ag = [ [ *————

Dy = dA con Fy # 0 en

Dys.

> Proyectando sobre Ilyzy: Si S:X = X(Y,Z) o S:F(X,Y,Z = 0),
con (Y,Z) e Dy tal que Ag = ffDYZ‘/l + X% +X2dA o, en

/F§+F§+F%

=3 dA con Fy # 0 en

“version implicita”, Ag = f fDYZ

Dyy.
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Ejemplos:

1. Plantee integrales que dan el area de superficie S =S; + S,

(coordenadas rectagulares):

Figura 4.21 Area de superficie (coordenadas rectangulares)

Fuente: (Mora, W. F. 2016).

Se puede proyectar sobre Ilyz) se tiene que Ag = Ag, + Ag, siendo
que superficie S, tiene ecuacion F(X,Y,Z = X? + Y2 — 4, mientras que

superficie S, tiene ecuacion X = 2v/3 — v/3Y:

Figura 4.22 Area de superficie con proyecciones

Fuente: (Mora, W. F. 2016).
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J&+H+Q
Ag = dA + 14 Y2+ Y2dA
Dy D,

B jlfz‘Y\/zLXZ +4Y2 + 02
B 4X2

dZdY

2 ~2-Y
+f f V3 + 0+ 1dZdY
1 Jo

(M P44 - Y?) + 4Y2 402
b T e

2 ~2-Y
+f f 2dZdY ~ 2.19

dZdY

2. Calcule el 4rea de superficie S=Y+X*+Z2=4

(coordenadas rectagulares):

Figura 4.23 Area de superficie (coordenadas rectangulares)

Fuente: (Mora, W. F. 2016).

La proyeccion sobre Iy esta limitada por el circulo X* + Z2 = 4 y

ecuacion de superficie es S: Y = 4 — X2 — Z2,

Entonces, As=[fp, V1+Yi+Y; dA =

1] fsz V1 + 4X2 + 472 dA, con cambio de variable es:

120



Fundamentos matematicos de diserio experimental para ingenieria. Parte Il

{X =r Cos (0)

Ly
2
= 2 2 2 2
Z =r Sen (V) ,]; fo‘/l + 4r?Cos?(6) + 4r?Sen?(6)r drd6

T2
= .]-Zf rv 1+ 4r?2drdf
o Yo

2

e
de =~ (17v17 - 1) ~ 9.04.
0

3
_ f; (1+4r2)2
0 12

De otra forma, se usa la parametrizacion r(Y,0) = v4 — YCos(0) 1 +
Y]+VE—YSen(8) k Y e[0,4]y 0 e [0,7] tal que

dr Or

T 4 |17 T
EX% deezfozfo T_Ydee:Z(17\/1__

AS:ffD

1) =~ 9.04.

3. Calcule el area de superficie S:Y + Z = 6:

Figura 4.24 Area de superficie

Fuente: (Mora, W. F. 2016).
Se sabe que S:Y(X,Z) = 6 — Z, se usa la parametrizacion r(Y,0) =
Xi+(6—2)j+Zk, sobre region D definida por Xe [0,\/?] y
2<7Z<4-X
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Entonces, Yy = 0 y Yz = —1. La proyeccion sobre Dyz se ve en b) tal

que

Ac = JIEY2+Y2dA = (2 (" VZazdx = (V22
s—ffDXZ +Y¢+Y7dA= [ ), =J @~
xz)dx=§.

4. Calcule el area del cilindro X2 + Y% = a% con altura h= 0 <

Z < h:

Figura 4.25 Area de superficie

Fuente: (Mora, W. F. 2016).

La parametrizacion de esta superficie es r(0,Z) = aCos(0)1+

aSen(®)j+Zk con (8,Z)eD=][0,2n[x[0,H] donde rg=

(—aSen(0),aCos(6), 0), rz =(0,0,1) y
dr ar|| _ _ or ﬁ _
| xZ|| = llasen(®),aCos(8),0ll =a= [ [, | =x2| dzde =

fozn fohadZde = 2 ahm.

4.4.2. Integral sobre una Superficie

Integral sobre una superficie supone que tiene una region plana Sy se

quiere determinar la cantidad de «fluido» mediante S, suponiendo que
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el fluido puede atravesar la region. La cantidad de fluido es «densidad

por volumeny.

Si el flujo se mueve con velocidad constante V, entonces durante el
intervalo de tiempo At llenard un cuboide de base S y «extension»
(arista) AtV. El volumen de este cuboide es «area de base» AS por
«altura» h, calculada con proyeccion de V sobre vector normal unitario
(1) a S, denotado por N. Se sabe que h = AtV * N = Vg = V * N * AS =

At (fluido sobre Sy ocupa un sélido cilindrico):

Figura 4.26 Integral sobre una superficie

Fuente: (Mora, W. F. 2016).

La masa del fluido es AM = p(pensidad) * V * N * AS * At tal que

densidad del fluido es F = p * V, mientras que flujo total es masa de
fluido que pasa a través de S en una unidad de tiempo: F * NAS —

Kg/S —.

Asimismo, se tiene una corriente de fluido en espacio con velocidad
V(X,Y,Z) y densidad (masa por unidad de volumen) p(X,Y,Z) en cada
punto XY, 7). El vector densidad de flujo
FXX,Y,Z) =V(X,Y,Z)p(X,Y,Z) tiene la misma direccion que la
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velocidad y estima cuanta masa de fluido circula por punto (X,Y,Z) en

direccion de V(X, Y, Z) por unidad de 4rea y tiempo.

Una definicion razonable de como medir la masa total de fluido que
atraviesa una determinada superficie S en el tiempo, se considera la
superficie S parametrizada por r(u, v) en una region rectangular D. Sea
N el @ que tiene la misma direccion que el producto vectorial

fundamental:

o or
ou* v
x5
ou* v
Para medir la cantidad de fluido que pasa a través S en unidad de

tiempo y en direccion de N, se descompone el rectangulo D en m sub

rectangulos D4, D, D3, Dy, ..., Dyy.

Sean S4,S,, S3,S4, ..., Sy sus correspondientes porciones de superficie
en S. Se llamara ASy a k—ésima porcion Si. Si densidad p y
velocidad V son constantes en Sy, siendo Sy suficientemente plana, el
fluido que atraviesa Sy en unidad de tiempo ocupa un so6lido cilindrico

oblicuo con base Sy y eje determinado por vector velocidad V:

Figura 4.27 Solido oblicuo cilindrico

A’Ukez Dk
Ai’.l-kf-’ 1 A“k or

124



Fundamentos matematicos de diserio experimental para ingenieria. Parte Il

Fuente: (Mora, W. F. 2016).

C

el fluido sobre Sy

ocupa un so6lido cilindrico de volumen (base por altura), ASgpV * N =
or

F* NASg = FxN

Sugiere que la suma YpL, F * NAS, puede ser una aproximacion de
masa total de fluido que atraviesa ASy en unidad de tiempo. Si se pone
f(X,Y,Z) = F = N, se tiene la siguiente definicion, tal que D significa
interior DU aD.

Definicion: Sea D un abierto medible y S una superficie regular

parametrizada por la funcién r(u,v) de clase C! en D, donde (u,v) €D,
ar 9 : .,
de modo que ”a—lrlxa—‘r,” > 0 paraV (u,v) € D es una biyeccion entre D

y S. Sea f(X, Y, Z) una funcion definida y acotada sobre S.

Se define la integral de superficie de f sobre S por [ [ f(X,Y,Z) dS =

I f; f(r(u,w) |

uniodn finita de superﬁmes parametrizadas que intersecan a lo sumo en

or US,US3US,U...US,, es la

curvas que forman parte de sus fronteras: [ fs g(X,Y,Z) dS =
XM Js, 8X.Y,2) ds.

4.4.3. Integral de Superficie con Coordenadas Rectangulares

Integral de Superficie con Coordenadas Rectangulares presenta el caso
S=1(X,Y) e indica que si S=f(X,Y) con f de clase C* sobre D, se

puede parametrizar
r(X,Y) =Xi+ Yi+fX, k= [ [, X Y,2)dS =

[ fy eX Y, f(X V1 + £ + 2 dA.
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Por otro lado, la Integral Superficie-Proyectando sobre varios planos
asume que S es una superficie regular y que F es continuamente

diferenciable e inyectiva sobre D:

> Proyectando sobre Iixy): Si S:Z =Z(X,Y) 0 S:F(X,Y,Z2) =0

con (X,Y) € Dxy
[Js eXY,Dds = [, s(XY,ZXY)J1+Zg+Z§dA
o, “version implicita”,

[Is eXY,2)ds= [, g((XYZ(XY))—W dA.

> Proyectando sobre Ilxz): Si S:Y = Y(X,Z) o S:F(X,Y,Z) = 0,

con (X,Z) e Dxy
J [ eXY,2)dS= [ fsz g(X,Y(X,2),2)\/1+ YZ + Y2 dA o,
“version implicita”,

JJs eXY,Z) ds—ff 8XY(X, D), Z)—°F2+FY+F2 dA.

> Proyectando sobre Ilyzy: Si S:X =X(Y,Z) o S:F(X,Y,Z) = 0,
con (Y,Z) e Dyy
[fs XY, 2)ds = [ [ g(X(Y,2),Y,2){J1+X; +SZdA o,

“yersion implicita”,
2 +F%4F>
[y sXY,2)ds = [ [, g(X(Y.2), YZ)—W dA.
X
Ejercicios:

dS con S la

1. Calcule la integral de superficie [ J W

porcién de superficie Z = 4 — X? limitada por Mxiov=4):
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Figura 4.28 Ejerciciol

Fuente: (Mora, W. F. 2016).

Las  coordenadas  rectangulares /1 + ZZ + Z2 = V1 + 4X2,

= [, 2 T axEdA = [ [P adydx = 12.

V1+4x2

[ 7o @8
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2. Calcule la integral de superficie [ fs 2 XYZ dS con S la parte

del IT(y-x, limitado por Il ;_y2 y2,:

Figura 4.29 Ejercicio 2

Fuente: (Mora, W. F. 2016).

La superficie S solo se puede proyectar en Ilxzy o [Iyz). La curva C de
proyeccion en Ilyzy se obtiene como interseccion del Tly-xy y

paraboloide: C:Y = XNZ = X%+ Y? = C:Z = 2Y2. La proyeccion en
YZ=S$:X=Y y J1+X3+XZ=v2. Luego, [[, 2XYZdS=

1 ~2-Y? 42
JIo 2XYZ 1+ X5 +X5dA = [ [ 2 X*ZV2dZdY = ==,
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3. Sea a>0,I=[[ 2XYZdS con S el cilindro X* +Y? = a®

limitado por I1(z—¢) y II(z_) > O:

Figura 4.30 Ejercicio 3

Fuente: (Mora, W. F. 2016).

» Proyectando sobre Il(yz), S: X = Va% — Y2,

a

Tal que, /1 + X% + X2 = NP

ffS 32+ZZ ds = ff[) a2+Zz \/TdeZ =

f : a2 = dy f 2+ZZ dZ (primera integral impropia),

a—¢ h

* lArctan (Z)| = (a It
a a/lg 2

. Y
= lim,_,,+ a Arcsen(-)
a’ l-a+e

a E) lArctann(h).
2/ a a

» La manera mas facil, usando parametrizacién uno — uno:

S;:1(0,Z) = aCos(0)i+aSen(0)j+Zk, (8,2)eD =
[—g,g] x[0, h] tal que

rg = (—aSen (8),a Cos (0),0), r; = (0,0,1),

ar or
00  0Z

= |laCos (0),aSen(0),0]||=ay
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1

ar " ar
a2+472

% 9z dZdG =

1 1 > ¢h
ffs a2+72 dS = ff]) a2+72 dZd® = f_zgfo

h
1 Arctan (;)
Finalmente, usando parametrizacion no se tienen problemas de

singularidades.

4. Considere la integral de superficie,I = [ [ LnZdS con S el

casquete de esfera X% + Y2 + 7% = 1,% <Z<1:

Figura 4.31 Ejercicio 4

Fuente: (Mora, W. F. 2016).

» Calcular [ usando parametrizacion (coordenadas esféricas) si:

Sl: r(e, (P) =
(Sen (¢)Cos (B), Sen(¢)Sen (B), Cos (¢)), (6, ) € [0, 2n[ x [O,E]

Se usa parametrizacion del casquete de esfera basada en coordenadas

esféricas.

Los parametros son 0 y ¢. En este caso, p = 1:
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X = Sen (¢)Cos(0)

Y = Sen (¢)Sen (8) = r(6,0) = (Sen (¢p)Cos (0),Sen (¢p)Sen (), Cos ((p)), 6,0) €0
Z = Cos (0)

El valor ¢ =§ se obtiene de resolver Z = 1 = Cos (@) =% tal que

= (—Sen (0)Sen (@), Cos (6)Sen (¢),0),

I'ep
= (Cos (8)Cos (¢), Cos (@)Sen (¢), —Sen (¢)) y
| 2| = sen (@) >0en [0 E] las variables de integracion son
20" a¢ ® 3] g ®

y 0, asi que se sustituye Z en integracion.

Para resolver la integral se sustituye u = Cos () tal que

ff LnZdS = fmfg Ln (Cos (cp))Sen () dedb
s o Yo

2mt Cos 3
= —J j Ln (u) dud® = m(Ln2 — 1)
0o Jo

> Calcular | usando parametrizacion
S;:1(Z,08) = V1 — Z2Cos (t) 1 + V1 — Z2Sen (1) ] + ZR,% <
Z<1yel0,2m[.

Se sabe que X?+Y2=1-—72 con %S Z <1 se parametriza el

1

casquete con r(Z,0) = V1 —Z?Cos (t) 1+ V1 — Z2Sen (t) j + Zk, -
Z<1 y € [0, 2m[ y
X2l = |-vI =Z2Cos (t), —VI —Z2Sen (), —=Z|| =1 tal que,

6Z 09
en este caso, las variables de integracion son Z y 0, asi que no hay nada

N

que sustituir en integral [ [ LnZdS= fozn J§ Ln (Z)dS =

fozn fll Ln (Z) * 1 dZd6 = n(Ln2 — 1).
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» Calcule I usando coordenadas rectangulares

En coordenadas rectangulares S:Z = V1 —X2 —Y? con Ze€ [ 1]
proyeccion sobre Ilxy, estd entre circunferencias X* +Y? ==y

X2+Y? =1

Las variables de integracion son X e Y, asi que se sustituye Z en

integral J [ Ln(2)dS = ffD Ln (Z)\J/1+ Z3 + Z3dA =

ffD Log (V1 — X? —Y?) /1 + zyzdA tal que se pasa a pasa a

coordenadas polares = fozn fj; Log (\/1 —12) drd®, usando la
4

r
V1-r2

sustitucion u? = 1 —r?, = w(Ln2 — 1), siendo impropia la integral,

tal que se calcula u — 0.

4.5. Campos Escalares y Campos Vectoriales

Campos Escalares y Campos Vectoriales se definen como sea U € R"
un conjunto abierto. Una aplicacion f:U - R se denomina campo
escalar o funcion escalar. Una funcion f: U —» R™ se denomina campo

vectorial.

Su representacion grafica consiste en anclar cada punto (X,Y) el
respectivo vector F(X,Y), pues se traslada desde el origen. Aunque, se
puede anclar el vector tal que el punto quede en medio del vector,

como si el vector fuera parte de una recta tangente.

En general, su representacion grafica se hace anclando el vector de esta
segunda manera y escalando el tamafio de vectores tal que unos no se

sobrepongan sobre otros, pues para tener una mejor visualizacion de la
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direccion de «flujo» del campo vectorial. Por ejemplo: considere el

campo F(X,Y) = (—Y,X) con F (Cos (g), Sen (E)):

Figura 4.32 Campos escalares y campos vectoriales

U R \t
_ i D et *
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Fuente: (Mora, W. F. 2016).

Tal que en Figura 32 a.) se dibujan dos vectores anclados en punto,
Figura b.) se dibujan dos vectores anclados con punto medio y en
Figura c.) se grafica el campo escalando los vectores, como

usualmente se hace.

Complementariamente, el vector rotacional (R_ot)) realiza una
operacion del campo vectorial que da como respuesta un vector (j1); es
decir, Rot(l_f) =Vy+F que origina un producto multiplicador o

vectorial que da un vector.

Es definido como un operador vectorial, operador lineal que acttia
sobre campos vectoriales definidos sobre una variedad diferenciable,
sobre campos vectoriales definidos en un abierto de R® que muestra la
tendencia de un campo vectorial a inducir rotacién alrededor de un

punto.
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Matematicamente, U * Rot(_ﬁ) = U x* Vy * F= limyg_,0 A—15§C F dr tal
que AS es area de superficie apoyada en curva C, que se reduce a un

punto.

Su resultado no es el rotacional completo, un vector, sino solo su
componente segun la direccion normal a AS y orientada segun la regla

de la mano derecha tal que para obtener el rotacional completo se
calculan tres limites, considerando tres curvas situadas en II J:L :

Figura 4.33 Campo vectorial
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Fuente: (Mora, W. F. 2016).
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Ejercicios propuestos

1. Represente graficamente el campo vectorial F(X,Y) = (2X,2Y)
sobre circunferencia X?+Y? =1 tal que si Z=X?+Y?>

F(X,Y) = AZ tal que los vectores son perpendiculares a esta

circunferencia (curva de nivel Z = 1):

Figura 4.34 Ejercicio propuesto 1

Fuente: (Mora, W. F. 2016).

2. Represente graficamente el campo vectorial F(X,Y) = (-Y,X)

sobre circunferencia X% + Y? = 1:

Figura 4.35 Ejercicio propuesto 2

Fuente: (Mora, W. F. 2016).
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3. Sea S la superficie de ecuacion Z = —X? — Y2 + 1, represente

graficamente los campos vectoriales sobre S:

Figura 4.36 Ejercicio propuesto 3

Fuente: (Mora, W. F. 2016).

(2X,2Y,1)
3V4X2+4Y2+1

En la primera figura se representa F;(X,Y,Z) = y, en la

segunda figura, F,(X,Y,Z) = (-YV1 —Z,XV1 —Z,0).

4.6. Integral de Flujo

Integral de Flujo sostiene que si F es densidad de flujo de una corriente

or_or
or or
de fluido y N es vector unitario normal a S definido por N = ”%‘r‘ g¥” =

au oy

masa total de fluido que pasa por S por unidad de tiempo en direccion

g
du

or or
du” dv

[5sel
ou ov

dA =

N e [f, FxNdS=[[ F(r(uv))=*

xr
ov
d ad
ffD F (r(u, V)) * a—ixa—‘rldA.

Presenta el Caso Z = f(X,Y) que indica que como consecuencia si

S:Z = f(X,Y) con f de clase C! sobre D se puede parametrizar S con
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r(X,Y) =Xi+ Yj+fX, k= [ [ F*NdS=ffDXYF(X,Y,Z)*

(—fy, —fy, 1)dA.

La Orientacion es la expresion para el flujo total que lleva implicita la

seleccion de uno de dos | (eleccion de N decide el signo de F * N).

Escoger un vector unitario para le region S es equivalente a «orientar»

la region:
Figura 4.37 Integral de Flujo-Proyectando
N N
/ } ’
[ | S — 5\
/ /" [ 7, X
F.-N>0 F.-N <0
Fuente: (Mora, W. F. 2016).
or or
Entonces, en adelante se escoge = ”‘3,_‘;)(‘3_‘1{”. La Integral de Flujo-
du ov

Proyectando sobre varios planos:
» Proyectando sobre I(xy): Si S:Z=Z(X,Y) o S:G(X,Y,Z) =0
con (X, Y) eDyy ffs FxNdS = ffDXYF XY, Z(X, Y)) *
(=Zx,—Zy,1)dA o, en version “implicita”, [ [ F*NdS =

1
f fDXY F (X, Y, Z(X, Y)) * (Gx, Gy, Gz) G_Z dA.

> Proyectando sobre Ixz): Si S:Y =Y(X,Z) o S:G(X,Y,Z) =0

con (X2 eDyxz; [fg FxNdS=[[ FXY(X2)2)*
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(—=Yx, 1,—Yz,)dA o, en version “implicita”, ffs F+*NdS =

1
| fsz F (X,Y(X,Z),Z) = (Gx, Gy, Gz) o dA.

> Proyectando sobre I(yz): Si S:X=X(X,Z) o S:G(X,Y,Z) =0
con  (Y,2)eDy; [f; FxNdS=[[ F(X(Y,2),Y,2)+
(1, =Xy, —Xz,)dA o, en versién “implicita”, ffs F+*NdS =

1
[ Joyp F (X(Y,2),Y,Z) * (Gy, Gy, Gz) - dA.
Ejemplos:

1. Calcule [ [ FxNdSsi FX,Y,Z) = (Z + 1)K y S es superficie
Z=2+YconX?+Y%2=1:

Figura 4.38 Ejemplo 1

Fuente: (Mora, W. F. 2016).

Se sabe que la superficie S tiene ecuacion Z = 2 + Y tal que Dyy es

circulo de radio 1.

Entonces, [ [; F*NdS = ffDXY F(0,0,Z+ 1) x (—Zx, —Zy, 1)dA
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=ff F(0,0,2+Y+1)*(0,—-1,1)dA
Dxy

fZTIZ 6+Sen(0)

; de =

= [ [, Y+3dA = [;7 [ /(3 +rSen (6)) drd6 =

3.

2
2. SeaF(X,Y,Z) = (0,Y,0)y Sel cilindro Z = 2 — -, desde Y = 0

hastaY = 2:

Figura 4.39 Ejemplo 2

Fuente: (Mora, W. F. 2016).

Calcule [ f; F*NdS. Intuitivamente, el flujo no pasa a través de la

superficie S tal que la integral de flujo seria 0 y, en consecuencia, solo

se puede proyectar sobre Il xyy 0 [I(yz).

La proyeccion sobre I1(yzy es un rectangulo, tal que sea S: G(X,Y,Z) =

X2 AG
0 con GXY,Z)=Z—-2+=> [ [ F*NdS=ffDYZF*G—XdA=

3 3
Jy JZ(0,Y,0) % (X,0,1) 5 dzdY = [ [20 dZdY = 0.

3. Calcular | fs FxNdSsi F(X,Y,Z) = (X,YZ,XY) y S el cilindro

de ecuaciéon Y = 4 — X? limitado por Il (x,z-2):
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Figura 4.40 Ejemplo3

Fuente: (Mora, W. F. 2016).

Se sabe que la superficie S tiene ecuacion G(X,Y,Z) =0 con

G(X,Y,Z) =Y + X* + 4 tal que la proyeccion de S sobre I xzy es un

triangulo.

Entonces, JJg FxNdS= ffsz F * ? dA = ffDXZ(X, YZ, XY) *
X

22 4A

Gx

donde S:G(X,Y,Z) =Y+ X?+4=0

- f (X, YZ,XY) * (2X,1,0)dA

Dxz
2 r2-X
= J f 2X? 4+ YZ dZdX
0 Y0

(2 (2-X 5 2 _ 112
= fy o 2X2 4+ (4—X?)ZdzZdX = =
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4. Calcule [ [, F+xNdS si F(XY,Z) = (X, YZXY) = 4XZi +

YZ3j+Z%ky S es la superficie Z2 + Y2 + X2 =4 entre Z = 1
yZ=2:

Figura 4.41 Ejemplo 4

Fuente: (Mora, W. F. 2016).

La superficie S tiene ecuacion G(X,Y,Z) =0 con G(X,Y,Z) = Z% +
Y? + X2 — 4.

La proyeccion Dyy es circulo Y2 + X2 = 3

AG
=>ff F*NdSZJ (4XZ,YZ3,7%) +— dA
S Dxy Gz

=fj- 4X% +Y?7Z%? + 7% dA
Dxy

XY
(4 XZ, YZg,ZZ) * (z,z, 1) dA

Dxy

=.I-f 4X2 +Y?(4—X?2-Y?)+4—-X>—-Y?dA
D

XY
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- %fog foﬁ(8 + 6r2 —r* + r*Cos (20))rdrd6 = %n.

Con base en esto y de forma complementaria, la teoria econdmica
sugiere relaciones causales entre las variables que son muy complejas

como para ser representadas en un modelo uniecuacional.

Por esta razon, si las variables estan mutuamente determinadas o, en
determinacion simultanea, se construyen los llamados modelos de

ecuaciones simultaneas.
El modelo de oferta y demanda recién visto es un ejemplo clasico:

Dt = 0(0 + O(1Pt + azlt + Et
O¢ = Bo + B1P + B2P—1 + Wt

Relacion de equilibrio: Oy = D¢

4.7. Modelos autorregresivos y de rezagos distribuidos.

Se trata de modelos en que variables en el tiempo t son una funcion de
si mismas; es decir, son rezagadas en el tiempo t — 1, t — 2, etcétera.
Segun gujarati y Porter (2010), en analisis de regresion con datos de
series de tiempo, si el modelo de regresion incluye no solo valores
actuales sino valores rezagados de variables explicativas (X's) el
modelo se llama «Modelo de Rezagos Distribuidos», cuyo modelo es
Y. = a+ BoX¢ + B1Xi—1 + B2Xt—2 + u;. Si el modelo incluye uno o
mas valores rezagados de variable dependiente (Y) entre sus variables
explicativas, el modelo recibe el nombre de «Modelo Autorregresivoy
o «Modelos Dindmicos», cuyo modelo es Y; = a + BX; + yXi_1 + u; y
sefialan la trayectoria en tiempo de variable dependiente en relacion

con su valor (s) pasado (s).
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En economia, la dependencia de una variable Y respecto de otra u otras
X's pocas veces es instantdnea. Usualmente, Y responde a X en un
lapso, denominado rezago. En forma mas general, el modelo de
rezagos distribuidos con un rezago finito de periodos es k es Yy = a +

BoXt + B1Xi—1 + B2Xi—2 + B3Xi—3 + BaXi—g + -+ + PrXi—k + Ut

El coeficiente Bo es conocido como
“Multiplicador de corto plazo o de impacto”, pues da el cambio en
valor medio de Y que sigue a un cambio unitario en X en mismo
periodo. Si el cambio en X se mantiene igual desde el inicio, entonces
(Bo + B1) da el cambio en valor medio de Y en periodo siguiente
(Bo + B1 + B2) en que le sigue y, sucesivamente, asi. Estas sumas

parciales se llaman «Multiplicadores interin o intermedioy.

Finalmente, después de k periodos se tiene:

Bi=Bo+B1+B2+Bs+Bst+ - +Pc=8

I
(=)

Conocido como «Multiplicador de rezagos distribuidos de largo plazo

o total» siempre que exista la suma f3 tal que si se define i = ZBIiS- = %

se obtiene [; “estandarizado”. Las sumas parciales del [;

estandarizado dan proporcion del impacto de largo plazo o total,

sentido durante cierto periodo.
Existen tres razones principales porque existen los rezagos:

> Psicolégicas. Es resultado del habito inerte, pues la gente no
cambia sus habitos de consumo de inmediato tras una
reduccion de precios o un incremento en ingreso, quiza debido

a que el proceso de cambio conlleve alguna desventaja
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inmediata. Asimismo, la gente puede no saber si un cambio es
«permanente» o «transitorio» tal que su reacciébn a un
incremento en su ingreso depende que el incremento sea

permanente o no.

» Tecnoldégicas. En un caso suponga que el precio del capital
relativo al trabajo, tal que es economicamente factible sustituir
mano de obra por capital. La adicién de capital toma tiempo,
gestacion y, ademas, si espera la caida de precios sea temporal,
las empresas pueden no apurarse a sustituirla por capital,
especialmente si esperan que después de la caida temporal el

precio del capital tal vez aumente mas alla de su nivel anterior.

> Institucionales. Un ejemplo son las obligaciones contractuales
pueden impedir que empresas cambien de una fuente de trabajo
o de materias primas a otra o quienes colocan fondos en
cuentas de ahorro de largo plazo con término fijo estan
«atrapados» aunque las condiciones del mercado de dinero

ahora permitan rendimientos mas altos en otras partes.

La Estimacion de Modelos de Rezagos Distribuidos desempefia un
papel muy util en economia por lo que su estimacion en una variable
explicativa es Yy = a + BoX; + B1Xi—1 + B2X(_2 + u; donde no se ha
definido la longitud del rezago; es decir, cudn atrds se desea ir. Tal
modelo se llama «Modelo de Rezagos Infinito», mientras que un
modelo Yy = a4+ BoX¢ + B1Xi—1 + B2Xi—2 + BaX—3 + BaXtg + - +
BkXi_x + u; se denomina “Modelo de Rezagos Distribuidos -Rezagos-

Finito”, pues la longitud del rezago k esté especificada.

La Estimacion de Modelos Autorregresivos presentan las siguientes

opciones:
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> KOYCk: Yt == (X(]. — }\) + BOXt + }\Yt_l + Vi.

» Expectativas adaptativas: Yy = yBo + YR X¢ + (1 —y)Yieq +
[ug — (1 = Y)ue4].

> Ajuste parcial: Yy = 6By + 6B X + (1 — 8)Yi—q1 + Su,_4

Todos estos modelos tienen la forma comunY; = oy + a;X; +
a,Xi_q + +v; por lo que todos son autorregresivos por naturaleza.
Entonces, el problema de estimacion de dichos modelos se presenta,
pues los Minimos Cuadrados Clasicos pueden no ser aplicables
directamente a estos debido a presencia de variables explicativas

estocasticas y posibilidad de correlacion serial.

Esto se debe a que, si una variable explicativa en un modelo de
regresion estd correlacionada con término de perturbacion estocastico,
los estimadores MCO estan sesgados y no son consistentes; es decir,
aunque el tamafio de la muestra aumente indefinidamente, los
estimadores no se aproximaran a sus valores poblacionales verdaderos
y, por ende, la estimacion de modelos Koyck y expectativas
adaptativas mediante el procedimiento usual MCO puede producir

resultados muy erréneos.

4.8. Modelos de series de tiempo

Existen métodos para pronosticar que han adquirido mucha
popularidad, como Autorregresivo Integrado de Promedios Moviles
(ARIMA) o conocido como metodologia Box-Jenkis, Vectores
Autorregresivos (VAR), modelos caracterizados por un fendémenos
conocido como «Acumulacion de Volatilidad», en que existen lapsos
en que muestran amplias variaciones durante prolongados periodos,
seguidos por un intervalo de tranquilidad relativa, los llamados

Modelos con Heterocedasticidad Condicional Autorregresiva (ARCH)
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0o Modelos con Heterocedasticidad Condicional Autorregresiva

Generalizada (GARCH) representan la Acumulacion de Volatilidad.

No obstante, hay cinco enfoques de prondsticos econdomicos basados

en series de tiempo:

> Meétodos de suavizamiento exponencial. Son métodos para
ajustar una curva apropiada a datos histéricos de una
determinada serie de tiempo. Existen diversos tipos, como
suavizamiento exponencial simple, método lineal de Holt y
método de Holt-Winters, asi como variaciones, aunque aun se
emplean en varias 4reas para prondsticos en negocios y

economia.

» Modelos de regresion uniecuacionales. Un ejemplo es la
funcion de demanda de automodviles. La teoria econdmica
postula que esta en funcion de sus precios, gasto de publicidad,
ingreso del consumidor, tasa de interés, como medida de costo
de endeudamiento, tamafio de familia o distancia de trabajo. A
partir de series de tiempo se estima un modelo apropiado de
demanda de automéviles, como lineal, log-lineal o no lineal,

que sirve para el pronostico de demanda futura.

» Modelos de regresion de ecuaciones simultianeas. En las
décadas de 1960 y 1970 estos modelos elaborados para
describir la economia de EUA basados dominaron el campo de
los prondsticos econdmicos, pero termino por las crisis del
precio del petréleo de 1973 y 1979, asi como la critica de
Lucas, pues argumenta que los pardmetros estimados de un
modelo econométrico dependen de la politica prevaleciente en

el momento en que se estima el modelo y cambian conforme la
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politica aunque los parametros no son invariantes ante cambios
politicos tal que con base en informacion pasada tendria poco

valor predictivo con el nuevo régimen.

> Modelos autorregresivos integrados de promedios moviles
(ARIMA). La publicacion de Box y Jenkis titulada “Time
Series Analysis: Forecasting and Control” (Andlisis de Series
de tiempo: Prediccion y Control) marco el inicid6 de la
metodologia de Box-Jenkis, aunque es conocida como

metodologia ARIMA.

Su interés en prondsticos no esta en construccion de modelos
uniecuacionales o simultdneas, sino en analisis de propiedades
probabilisticas o estocasticas de series de tiempo econdmicas
por st mismas segun la filosofia
“que los datos hablen por si mismos” que, a diferencia de
modelos de regresion en que Y; se explica por k regresoras
X4, X5,X3,Xy ..., Xk en modelos de series de tiempo tipo Box-
Jenkis tal que Y; se explica por valores pasados o rezagados de
si misma y por términos de error estocasticos.
Por esta razon, los modelos ARIMA reciben el nombre de
modelos atedricos debido a que no se derivan de teoria
econdmica alguna y, por ende, a menudo las teorias
econdmicas son a menudo la base de modelos de ecuaciones
simultdneas. Finalmente, los modelos ARIMA pueden
pertenecer a una sola serie de tiempo o, incluso, hay ARIMA
multivariados.

> Modelos de vectores autorregresivos (VAR). La metodologia
VAR se asemeja, a primera vista, a modelos de ecuaciones

simultaneas, pues considera diversas variables endogenas
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conjuntas. No obstante, cada variable endogena se explica por
sus valores rezagados o pasados y, también, por valores
rezagados de todas las demds variables enddgenas en modelo,

pero usualmente no hay variables exdgenas en modelo.

Son modelos probabilisticos que se suponen dan origen a una serie de
valores muestrales de una variable en el tiempo. Modelos clasicos son
los autorregresivos, en particular en series temporales un modelo
autorregresivo integrado de promedio moévil o ARIMA, acréonimo del
inglés Autoregressive Integrated Moving Average, es un modelo
dindmico estadistico de series temporales creado por Box y Jenkins
que utiliza variaciones y regresiones de datos estadisticos con el fin de
encontrar patrones para una prediccion hacia el futuro, modelos
autorregresivos de media movil ARMA, formado por una parte
autorregresiva (AR) y otra de media movil (MA) o, en inglés,
Autoregressive Moving Average models, también llamados Modelos
Box-Jenkins, se aplican a series temporales de datos como una
herramienta para entender y, aiin mas, para predecir futuros valores de

la serie y promedios moviles.

Sin embargo, la Creacion de modelos AR, PM y ARIMA para series

de tiempo estacionarios se puede modelar de diversas formas:

> Proceso Autorregresivo (AR). Si Y; es logaritmo del PIB en
periodo t, se puede molar como (Y; —8) = oy (Yi—q — 6) + u;
tal que 6 es media de Y y u; término de error aleatorio no
correlacionado con media cero y varianza constante o2
conocido como ruido blanco, tal que se dice que Y; sigue un
proceso estocastico autorregresivo de primer orden o AR(1)
por lo que el valor de Y en el tiempo t depende de su valor en

periodo anterior y un determinado aleatorio.
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Los valores Y estan expresados como desviaciones de su valor
medio. Es decir, este modelo dice que el valor de pronostico de
Y en periodo t es simplemente alguna proporcion (= a;) de su
valor inicial (t — 1) mas un «choque» o perturbacion aleatoria
en tiempo t; aunque, los valores Y estan expresados entorno del
valor de su media.

No obstante, si se considera el modelo (Y;—38) =
a; (Y — 6) + a5(Yy—, — 6) +u; se dice que Y; sigue un
Proceso Autorregresivo de Segundo Orden o AR(2). Es decir,
el valor Y en tiempo t depende de sus valores en dos periodos
anteriores, valores de Y expresados entorno de valor de su
media 9.

Sin embargo, en general, se tiene (Y; —8) = oy (Yi_q — 6) +
o (Yez = 8) + a3(Yeg — 6) + oa(Yey — 8) + -+ +

ap (Yt_p — 8) + u; tal que Y; es un Proceso Autorregresivo de
Orden p o AR(p). En este sentido, se dice que
“los datos hablan por si mismos”, pues solo consideran

valores actuales y anteriores de Y.

> Proceso de Medias Moviles (MA). El proceso AR no es el
unico mecanismo que pudo generar a Y. Suponga que se hace
un modelo de Y: Yy = p+ Bouy + B1ut—q. Donde p es una
constante y u es término de error estocéstico de ruido blanco, Y
en periodo t es una constante mas promedio movil de términos
de error presente y pasado.
Entonces, Y sigue un proceso de promedio moviles de primer
orden o MAE. En cambio, si Y sigue la expresion Y, = pu +

Bout + B1ui_1 + Baut_, es un proceso MA (2). Aunque, en
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forma mas general Y, = p+ Bour + B1ui_q + Poup_p +
Bsui_3 + Baui_s + -+ + BqUi_q €s un proceso MA(q).
Por lo tanto, un proceso de promedios moviles es tan solo una
combinacidn lineal de términos de error de ruido blanco.

> Proceso Autorregresivo y de Promedios Méviles (ARMA).
Es muy probable que Y tenga caracteristicas de AR y MA a la
vez y, por consiguiente, sea ARMA. Asi, Y; sigue un proceso
ARMA(1,1) si se escribe como Yy =0+ a;Yi_1 + Bou; +
B1u¢_ tal que O representa un término constante.
En general, es un proceso ARMA (p, q) donde habra p términos
autorregresivos y q términos de promedios moviles.

> Proceso Autorregresivo Integrado de Promedios Médviles
(ARIMA). Los modelos de series de tiempo analizados se
basan en supuesto que las series de tiempo consideradas son,
débilmente, estacionarias en sentido que el trabajo empirico en
series de tiempo supone que la serie de tiempo en cuestion es
estacionaria respecto a la autocorrelacion se debe a varias
causas, como series de tiempo subyacentes no estacionarias, al
efectuar la regresion de una variable de serie de tiempo sobra
otra variable de serie de tiempo con frecuencia se obtiene una
R? muy elevada (= 0.9) aunque no hay una relacién
significativa entre ambas.
En ocasiones no se espera ninguna relacion entre las dos
variables; sin embargo, una regresion de una variable sobre la
otra a menudo muestra una relacion significativa tal que esta
situacion ejemplifica el problema de regresion espuria o
disparada.
Algunas series de tiempo financieras, como precios de
acciones, muestran el fendomeno de caminata aleatoria,

indicando que la mejor prediccion para el precio de una accion,
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como IBM, es igual a su precio actual mas un choque
puramente aleatorio (término error). De ser asi, el pronostico
del precio de acciones seria un ejercicio inutil.

Los modelos de regresion que consideran series de tiempo son
muy comunes para prondsticos tal que si se desea saber tal
pronostico es valido cuando las series de tiempo sobre las que
se basa no son estacionarias y, por ultimo, las pruebas de
casualidad de Granger y Sims suponen que las series de tiempo
del analisis son estacionarias.

En consecuencia, las pruebas para la estacionariedad que las de
causalidad deben efectuarse. Con base en esto, la media y
varianza de una serie de tiempo débilmente estacionaria son
constantes y su covarianza es invariante en el tiempo.

Entonces, si se debe diferenciar una serie de tiempo d veces
para hacerla estacionaria y, luego, aplicarle el modelo
ARMA (p,q) se dice que la serie de tiempo original es
ARIMA (p, d, q); es decir, es una serie de tiempo autorregresiva
integrada de promedios mdviles, donde p denota el numero de
términos autorregresivos, d el numero de veces que la serie
debe diferenciarse para hacerse estacionaria y q el nimero de
términos de promedios moviles.

Asi, una seria de tiempo ARIMA (2, 1, 2) se diferencia una vez
(d = 1) antes que se haga estacionaria y la serie de tiempo
estacionaria, en primeras diferencias, puede modelarse como un
proceso ARIMA (2, 2); es decir, tiene dos términos AR y dos
términos MA.

Si d=0 (si para empezar la serie es estacionaria,
ARIMA (p,d = 0,q) = ARIMA(p,q). Entonces, un proceso
ARIMA (p, 0, 0) significa un proceso estacionario AR(p) puro;
un ARIMA (0, 0, q) sefiala un proceso estacionario MA(q) puro.
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4.8.1.

Con valores p,d y q se sabe de qué proceso se esta haciendo el
modelo.

Finalmente, el punto importante es que, para usar la
metodologia Box-Jenkis, se tendra una serie de tiempo
estacionaria o una serie de tiempo que sea estacionaria después
de una o mas diferenciaciones.

La razon para supones estacionariedad radica en que el objetivo
de BJ (Box —]Jenkis) es identificar y estimar un modelo
estadistico que se interprete como generador de datos
muestrales. Entonces, si se va a pronosticar con este modelo
estimado se debe supones que sus caracteristicas son constantes
a través del tiempo y, particularmente, en periodos futuros.

Asi, la sencilla razén para requerir datos estacionarios es que
todo modelo que infiera a partir de estos datos pueda
interpretarse como estacionario o estable en si mismo Yy,
también, proporcione por consiguiente una base valida para

pronosticar.

Especificacion de modelos econométricos consiste en definir

Relaciones que intervienen en el modelo, indicando el numero
de ecuaciones.

Variables que intervienen en cada relacion. Especificando qué
variables son endogenas y cudles predeterminadas, asi como el
tiempo de rezago.

Forma funcional de cada relacion.

Forma en que interviene el término error (multiplicativo o

aditivo) en cada relacion.

Es frecuente que, la disponibilidad y calidad de esta informacion

marque la diferencia entre poder estimar o no un modelo o siquiera
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poder especificarlo. Se conoce antemano el papel que juegan estos
datos en analisis econométrico, pues son la materia prima de la
econometria, sin datos no hay practica de econometria. Ademas, la
calidad de los datos marca el nivel de calidad de los modelos ajustados.
No se puede hacer milagros con los datos, la «basura» que se mete es

la «basura» que se obtiene.

Conforme al periodo de tiempo que cubre una muestra de datos se
generan dos grandes clases de informacion estadistica: la informacion
proveniente de series de tiempo e informacion recabada en un mismo
momento en el tiempo, llamada informacion cruzada o en cruz. La
notacion de una variable de informacion cruzada normalmente lleva el

subindice i.

Por otro lado, las series de tiempo constituyen informaciéon que se va
registrando sistematicamente cada cierto periodo de tiempo bien
definido: anual, mensual, semanal y diario. Logicamente, se trata para
cada variable de un vector ordenado de acuerdo con el tiempo. No
puede haber dos observaciones en el mismo periodo de tiempo. La
notacion de una variable en serie de tiempo usualmente lleva el

subindice t.

Los registros temporales de las variables econdmicas de interés en la
gran mayoria de los casos es una tarea realizada por instituciones
gubernamentales. En el caso de México, esta funcion la realiza el
Instituto Nacional de Estadisticas, Geografia e Informatica (INEGI)

dependiente de la Secretaria de Programacion y Presupuesto.

Sin embargo, el Banco de México desempefia también un importante
papel en el registro y divulgacion de numerosas estadisticas
econdmicas y sociales en forma mensual y anual, especialmente los

principales indices de la economia nacional. Paralelamente, las
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instituciones 'y entidades gubernamentales llevan sus propias

estadisticas temporales de aquellas variables de su incumbencia.

Por ejemplo, CONASUPO es una buena fuente para precios de
garantia, volumenes importados de cereales, precios medios rurales,
etc. Por su parte, BANRURAL, FIRA, AGROASEMEX, llevan las
estadisticas financieras del sector agricola. La Secretaria de
Agricultura y Recursos Hidraulicos es la encargada de registrar la

produccion del sector, superficies cosechadas, rendimientos, etc.

Probablemente la disponibilidad y calidad de la informacién de series
temporales en México es, asi como en la gran mayoria de paises en
desarrollo, dispersa, poco confiable, muy agregada, muy desagregada,
incompleta, poco comparable en periodos no muy largos de tiempo y,
sobre todo, existen notorias discrepancias en los valores reportados
sobre un mismo tema por diferentes instituciones. Los investigadores y
practicantes de la econometria deben tener esto presente en cada

momento.

Respecto a informacidn cruzada, que se puede entender como aquella
informaciéon proveniente de muestras en un mismo periodo en el
tiempo, el panorama no es muy alentador. Las encuestas que se han
aplicado por parte del Estado se reducen a las encuestas sobre ingreso
y gastos de las familias aplicadas por la SPP cada cierto tiempo. La
SARH aplica, desde 1985, una controvertida encuesta para estimar
costos de produccion en aquellos productos que estaban sujetos a

precios de garantia.

A nivel privado, muchas instituciones de investigacion y ensefianza
superior, asi como investigadores en particular, han aplicado encuestas
socioecondmicas para medir algin fenémeno de su interés.

Desgraciadamente, este esfuerzo esta cada dia mas lejos del alcance de
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universidades y centros de investigacion por altos costos que implican.
La informacion es costosa y su calidad depende de la magnitud del

presupuesto disponible.
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CAPITULO V
MODELOS DE REGRESION

De acuerdo con Grossman y Flores (2012), en multiples problemas de
las ciencias bioldgicas, fisicas, sociales, agronémicas, agroindustriales,
forestales, economicas, estadisticas, etcétera resulta util describir la
relacion entre las variables de estos por medio de una expresion

matematica.

Por ejemplo, se puede describir la relacion entre el costo, el ingreso y
la ganancia con la formula G(ganancia) = l(ingreso) — C(costo)- Sin
embargo, en un contexto fisico, se puede se puede representar la
relacion entre la aceleracion debida a la gravedad, el tiempo que un
objeto ha caido y la altura a la que estaba mediante la ley fisica
S(Aceleracién por gravedad) =

SO (Altura inicial de objeto) — Uy (Velocidad inicial) Y(Tiempo) —

1
-G 2
2 J(Gravedad) L(Tiempo)'

Asimismo, de acuerdo con gujarati y Porter (2010), el problema de
estimacion mediante Modelo de Regresion con dos variables se analiza

mediante dos métodos de estimacion frecuentes:

5.1.Minimos Cuadrados Ordinarios (MCO)

El método de MCO es el mas comun en el andlisis de regresion,
especificamente por ser mucho mas intuitivo y matematicamente mas
sencillo que el método de méaxima verosimilitud. Ademas, por lo

general los dos métodos proporcionan resultados similares.

El método de minimos cuadrados ordinarios se atribuye al matemético

aleman Carl Friedrich Gauss (1777-1855), considerado el matematico
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II.

mas grande del siglo XIX, ademas de uno de los tres matematicos mas
importantes de todos los tiempos (Arquimedes y Newton son los otros

dos).

A partir de los siguientes supuestos el método de minimos cuadrados
presenta propiedades estadisticas muy atractivas que lo han convertido
en uno de los mds eficaces y populares del analisis de regresion,
partiendo de la idea que el modelo de Gauss, modelo cléasico o estandar
de regresion lineal (MCRL) es el cimiento de la mayor parte de la
teoria econométrica y plantea siete supuestos clasicos, en sentido que
Gauss lo empled por primera vez en 1821 y desde esta fecha sirve
como norma o patréon con que compara modelos de regresion que no

satisfacen los supuestos Gaussianos:

Modelo de Regresion es Lineal en los Parametros. Aunque, la
variable regresada, dependiente o explicada (Y) y la regresora,
independiente o explicativa (X) pueden o no ser lineal, inclusive
puede incluir mas variables explicativas, como se muestra

enseguida:
Yi =B+ B Xty

Valores fijos de X, valores de X independientes del término error.
Los valores que toma la variable regresora, independiente o
explicativa (X) pueden considerarse fijos en muestras repetidas
(regresora fija, no aleatoria, Modelos de Minimos Clasicos de
Regresion Lineal —MCRL- o Regresora Fija) o haber sido
muestreados junto con la variable regresada, dependiente o
explicada (Y) (regresora estocastica, aleatoria o Modelos

Noeclasico de Regresion Lineal —-MNRL- o Regresora
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Estocastica). En el segundo caso, se supone que la(s) variable(s) X

y término error son independientes; es decir, cov(X;, u;) = 0.

El valor medio de perturbacion u; =0 (no hay error de
especificacion en modelo de regresion elegido). Dado el valor de
X;, la media o valor esperado del término de perturbacion aleatoria
u; es cero. Simbolicamente es E(u;|X;) = 0 = E(Y;|X;) =B, +
B1X; o, si X no es estocastica, equivale a E(u;) = 0, pues si la
media condicional de una variable aleatoria, dada otra variable
aleatoria, es cero, la covarianza entre las dos variables es cero y,
por tanto, las dos variables no estas correlacionadas o X; y u; no

estan correlacionadas.

Cuando la Funcion de Regresion Poblacional (FRP) se expresa en una
ecuacion, se supone que X y u, representando la influencia de todas las
variables omitidas, ejercen influencias independientes y aditivas, en Y,
pero si X y u estan correlacionadas, no es posible evaluar los efectos de
cada una sobre Y tal que si X y u tienen correlacion positiva, X aumenta
cuando u aumenta y, viceversa, disminuye cuando u disminuye.
Asimismo, si X y u tienen correlacion negativa, X se incrementa
cuando u se reduce, disminuye cuando u aumenta. Geométricamente,

este supuesto se representa mediante la siguiente grafica:

Figura 5.1 Funcion de Regresion Poblacional
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Iv.

Y
(® Media

FRP: Y, = B, + BX;

ce(®e v e o

Fuente: (Gujarati, D. N. y Porter, D. C. 2010).

Homocedasticidad o varianza constante de wu; (del griego
skedanime que significa dispersar o esparcir tal que homo es igual
y cedasticidad significa dispersiéon o, en otras palabras, igual
varianza). La varianza del término error o de perturbacion es la
misma sin importan el valor de X. Simbolicamente, se tiene:
Var(u;) = E[u; — (Y;|X;)]? = E(u?|X;) por supuesto 3
= E(u?)si X; son variables no estocasticas

Esta ecuacion establece que la varianza de u; para cada X;, varianza
condicional de u;, es algiin nimero positivo constante igual a 62. Por
lo tanto, esta ecuacion representa el supuesto de homocedasticidad. En
términos llanos, la variacion alrededor de la linea de regresion
(relacion promedio entre X y Y) es la misma para todos los valores de X

tal que no aumente ni disminuye conforme varia X:

Figura 5.2 Homocedasticidad
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)

Densidad de
probabilidad de u;

FRP: Y; = By + BoX;

Fuente: (Gujarati, D. N. y Porter, D. C. 2010).

Caso contrario, si se considera la siguiente figura como varianza
condicional de la poblacion Y varia con X se conoce apropiadamente
como heterocedasticidad o dispersion desigual o varianza desigual,
escrita como E(u? |Xi) = 0% e indica con subindice i que la varianza de

la poblacion Y no es constante:

Figura 5.3 Varianza condicional

()

Densidad de
probabilidad de «;

Fuente: (Gujarati, D. N. y Porter, D. C. 2010).

No hay autocorrelacion entre perturbaciones (perturbaciones u; y

u; no estan correlacionadas, supuesto de no correlacion serial o no

autocorrelacion). Dados dos valores cualesquiera de X, X; y
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Xj (i #j), la correlacion entre dos u; y uj = 0 V(i # j). En otras
palabras, estas observaciones se muestran independiente y

simbolicamente asi:
cov(ui,u]-|Xi,X]-) =0 = cov(uj, u]-) = 0 si X no es estocastica

Esto significa que, dado X;, las desviaciones de dos wvalores
cualesquiera de Y de sus valores promedio no muestran patrones como
en figura a en que las u estan correlacionadas positivamente, pues a
una u positiva sigue una u igual o viceversa, mientras que en figura b
las u estan correlacionadas negativamente, pues a una u positiva sigue

una u negativa y viceversa:
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Figura 5.4 Perturbaciones

+“E

—H[- +id i

+id i

i,

Fuente: (Gujarati, D. N. y Porter, D. C. 2010).

+il.

+i;

Si las perturbaciones (desviaciones) siguen patrones sistematicos,

como figuras a y b, hay correlacion serial o autocorrelacion mientras

que figura ¢ muestra que no hay un patréon sistematico para las u,

indica cero correlacion.

VI

parametros

por estimar.

Sucesivamente,

numero

observaciones sera n = numero de variables explicativas.

VIL

valores X en una muestra determinada deben ser iguales.
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VIII.

Técnicamente, Var(X) debe ser un numero positivo. Ademads, no

puede haber valores atipicos de variable X; es decir, valores

uy grandes en relacion con el resto de las observaciones.

Esto tiene base segiin ecuacion 8, = nf;{ ;(ii:(zzx)g;i = Z()g&x)_%; Y=

2 XiYi
YxZ’

pues si todos los valores X son idénticos, X; =X y el
denominador de esta ecuacion es cero (indeterminacioén) imposibilita la
estimacién de B, y, por consiguiente, de f3;. Por lo tanto, la variacion
tanto en Y como X es esencial para utilizar el analisis de regresion
como herramienta de investigacion. Entonces, jlas variables deben
variar! El requisito que no existan valores atipicos de X es para evitar
que resultados de regresion estén dominados por estos valores. Si hay
algunos valores X que, por ejemplo, sean x veces el promedio de
valores X, las lineas de regresion estimadas con o sin dichas
observaciones serian muy diferentes. Con frecuencia estos valores

atipicos son resultado de errores humanos de aritmética o de mezclar

muestras de diferentes poblaciones.

5.1.1. Teorema de Gauss-Markov

Aunque se conoce como Teorema de Gauss-Markov, el método de
Gauss de minimos cuadrados en 1821 antecede al de Markov de
varianza minima en 1900. En contexto de regresion puede probarse
que estimadores de MCO son MELI, basado en Teorema de Gauss-
Markov: «Dados los supuestos del modelo clasico de regresion lineal,
los estimadores de minimos cuadrados, dentro de la clase de
estimadores lineales insesgados, tienen varianza minima o, en otras

palabras, son MELI».
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Al resolver ecuaciones normales al mismo tiempo se obtiene 3, =

nYXYi-YX;YY; _ XX-Xi-Y) _ Yxiy;
nYX?-CXx)?  IX-X%  Ix?’

que, con identidades

algebraicas simples, esta formula se usa para estimar 3, como:

8, = XXy XxY, XX
27 ¥x? T ¥X2—nX2 Y X?-—nX?
Donde YxZ =YX X)) =YX2-2¥XX+XX? =YX -

2XYX;+ X X% pues X es una constante. Ademas, Y X;=nX y

¥ X2 = nX2, pues X es una constante.

Finalmente, Y x? =Y X? —nX?. Los estimadores obtenidos se
conocen como estimadores de minimos cuadrados, pues se derivan del

principio de minimos cuadrados.

Las propiedades numeéricas de estimadores obtenidos con método de
MCO, que se mantienen como consecuencia del uso de minimos
cuadrados ordinarios sin considerar la forma como se generaron los

datos, son:

» Estimadores de MCO se expresan Gnicamente en términos de
cantidades (X y Y) observables (muestras). Por consiguiente, se
calculan con facilidad.

» Son estimadores puntuales. Dada la muestra, cada estimador
proporciona un solo valor (puntual) del parametro poblacional
pertinente, mientras que estimadores por intervalos
proporcionan un intervalo de valores posibles para parametros
poblacionales no conocidos.

» Obtenidos los estimadores de MCO de datos muestrales, se

obtiene sin problemas la linea de regresion muestral:
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Figura 5.5 Estimadores de MCO

}/;i= ﬁl + ﬁ2Xa
FRM

s

X
Fuente: (Gujarati, D. N. y Porter, D. C. 2010).

Presenta las siguientes propiedades:

FRM se limita a la poblacion de valores Y que corresponden a valores
fijos X, tal que con toda deliberacion evita consideraciones muestrales;
es decir, datos poblacionales. Sin embargo, en la practica lo que se
obtiene al alcance no es mas que una muestra de valores Y que

corresponden a algunos valores fijos de X.

Por lo tanto, la labor es estimar la FRP ((Funcion de Regresion
Poblacional)) con base en informacion muestral. Se pueden tomar dos
0 mas muestras y representarse mediante lineal de regresion muestral
tal que se obtendrian N FRM diferentes para N muestras diferentes y
estas FRM no por fuerza son iguales. Al igual que FRP, basada en
linea poblacional, se desarrolla el concepto de funcidon de regresion
muestral (FRM) para representar la linea de regresion muestral que se

escribe como Y " (i (Estimador de E (Y | Xi)))= B1tP2X.

Un estimador o estadistico (muestral) es una regla, formula o método

para estimar el parametro poblacional a partir de informacion
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suministrada por la muestra disponible. La FRP se expresa de dos
maneras, B(Y | Xi) = B1+B2Xi o Y=E(Y | Xi ytu= B1+B>Xitu;, la

FRM se expresa en su forma estocastica como Y= 7+B%2X;tu’.

Por lo tanto, el objetivo del andlisis de regresion es estimar FRP, Y=
B +P3Xi+u;, con base en FRM, Y=P1+B> PB,.X; + @; aunque, por
fluctuaciones, la estimacion de FRP basada e FRM es, en mejor de los

casos, una aproximacion

1. Pasa a través de medias muestrales de Y y X, evidente por ecuacion

o 2YV VK YRY = A —
B, = Z XI; ZZ;;_%ZX)‘(IZ)ZX Y oy- B,X, pues esta ecuacidn puede

escribirse Y = B; + B,X:

Figura 5.6 Funcion de Regresion Poblacional

},}f= ﬁl + ﬁzxa
FRM

X
Fuente: (Gujarati, D. N. y Porter, D. C. 2010).

2. El valor medio de Y estimada es igual a Y; es igual al valor medio

de Y real para:

=~

Y =B +BXi = (Y - BZX) + BoXi = (Y - GZX) +B.Xi - X)
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Al sumar ambos lados de esta tlltima igualdad sobre valores muestrales

y dividir por el tamafio n de muestra se obtiene que Y =Y, tal que se

aprovecha que Y (X; — X) = 0.

3. El valor medio de residuos {i; = 0, pues al diferenciar parcialmente

= 2(% = %)" = Z(% — B1 — B2X:)” respecto de By y B, se

obtiene:
o) _
5 —2) (B —BX) =-2) &,
Complementariamente:
oxad) _ _
5, ZZ(Y By — B2Xi) X; ——ZZul

Si se igualan a cero, se simplifican y manipulan algebraicamente se

obtiene estimadores dados en ecuaciones:

nEXiYi-¥XiZYi _ ZXi-Xi-Y) _ 2x,yl yB, = IXETLYi-IXiIX;Y
L= =

2 nyX2-(IX)?  N(X-X)? n Y X7 - (T X;)?

— A —

— B2X

=)

Entonces, la ecuacion 2 Z(Yi - B - Bin) = 0, pero como {l; =
B1 — B2X;, la ecuacion anterior se reduce a 2 G; =0=0; =0,
aunque requiere que el término del intercepto (3; esté presente en el

modelo.
Como resultado de la propiedad anterior, la regresion muestral es:
Yi = B1+Bzxi+ﬁ

Puede definirse de forma en que Y y X se expresan como desviaciones

de sus medias.
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Con base en esto, las propiedades de linealidad e insesgamiento de

estimadores de minimos cuadrados se muestran:

leyl ZkY

Donde k; = muestra que B, es un estimador lineal, pues es una

(E 2)

funcion lineal de Y; de hecho, es un promedio ponderado de Y; donde

=)
N

k; representa las ponderaciones. Igualmente, se demuestra que 3; es un

estimador lineal.
Ahora sustituya la Funcion de Regresion Poblacional (FRP) Y; = B; +

X XiYi
Z 2

B2 =2k1(51+ﬁzxi+ui) =B1Zki+ﬁzzkixi+zkiui
=Bzzkiui

Donde se emplean las propiedades de k;:

B,X; + u; en ecuacion B, = = Y K;Y; para obtener:

1. Como se supuso que X; son no estocasticas, las k; también son
no estocasticas.

1
3. Zki222x2

i

4. Zkixi = ZkiYi =1

Estas propiedades se verifican directamente con definicion de k;. Por

ejemplo:

XY
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Pues para una muestra dada se conoce Y, x? y es = 0 debido a que Y, x;,
suma de desviaciones de la media, es siempre cero. Tal que, al obtener
los valores esperados de ecuacion B, = Y k;i(B; + BoX; + u;) =
B X ki + B2 X ki Xi + XKk u; = B2 2 K; u; para ambos lados y advertir
que las k;, al ser no estocasticas, pueden tratarse como constantes, por

lo que se obtiene:
E(B;) =B, + Z ki E(up) = B2

Esto es porque E(u;) = 0 por sustitucion. En consecuencia, [, es un
estimador insesgado de 3, e, igualmente, se demuestra que 3; también

lo es de ;. Para apreciar lo anterior, sume Y; = [3; + ,X; + U; en

ambos lados para obtener:

ZYi=n61+GZZXi+zﬁi=n31+GZZXi+O

Al dividir la anterior ecuacion entre n, se obtiene:

o A ao XXXV -IXEXY oo
Y=0;+pBX= nY X2 — (2 X))? =Y - B,X

Si se resta la ecuacion Y = By + B,X de Y; = By + BoX; + @i, se

obtiene:
Y —Y=B,X —X) + 0 0y; = Box; +

Donde y; y x; segun lo escrito, representan desviaciones de valores
respectivos de sus medias muestrales y esta ecuacion se llama forma de

.., = . . ~ YXEVY-IXiTXYY o
desviacion. uede estimarse mediante == =Y -—
Bl p Bl nZXiZ_(ZXi)Z

B,X, pues la linea de regresion muestral pasa mediante medias
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muestrales de Y y X. Una ventaja de la forma de desviacion es que esta

simplificada a menudo los calculos de formulas.

Es importante mencionar que la forma de desviacion de Funcion de
Regresion Muestral (FRM) es §; = B,x; mientras que las unidades de

medicion originales, dicha expresion era Y; = 31 + B2 X;.

4. Residuos {i; no estan correlacionados con el valor pronosticado de

Y;, que se verifica de la siguiente manera:

Z?iﬁi = Bzzxiﬁi = Bzzxi(Yi_BZXi) = B%ZXE—B%ZXE

=0

2 XiYi

Donde se aprovecha que B, = T2

5. Los residuos {; no estan correlacionados con X;; es decir, ), (; X; =
., Qw3 ~
0. Esto se desprende de la ecuacidon % = -2 Z(Yi —B1—
2

B2Xi) Xi = —2X 0; X;.
El Teorema de Gauss-Markov tiene importancia tedrica y practica a la
vez. Enseguida se presenta la distribucion muestral del estimador de
MCO B,; es decir, la distribucién de valores asumidos por P, en

experimentos repetidos de muestreo

(Distribucién muestral de estimador de MCO B, y estimador alterno B;

):
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Figura 5.7 Distribucion muestral del estimador de MCO

= B2
E(B:) = B>
a) Distribucidén muestral de 55
B3
E(B3) = B 2
b) Distribucién muestral de 55
2. B5

Ba

) Distribucién muestral de 8; v 53

Fuente: (Gujarati, D. N. y Porter, D. C. 2010).

La media de los valores P, E(ﬁz), es igual al verdadero valor [3,. Por
lo que, se dice que B, es un estimador insesgado de (,. Por
conveniencia, suponga que B3, al igual que B, es insesgado; es decir,
que su valor promedio o esperado es igual a [3,. Ademas, suponga que

B, vy B3 son estimadores lineales; es decir, funciones lineales de Y.

No obstante, si bien B, y B3 son insesgados, la distribucion B es mas
difusa o dispersa alrededor del valor de la media que la distribucion de
B,. Es decir, la varianza def; es mayor que la varianza de B,.
Asimismo, dados dos estimadores a la vez lineales e insesgados, seria
preferible el estimador con la menor varianza, pues es probable que
esté mas cerca de [3,, en compracion del alterno. Por lo tanto, se

escogeria el Mejor Estimador Lineal Insesgado (MELI).

El Tereoma de Gauss-Markov no hace ninguna suposicion respecto de

distribucion de probabilidad de variable aleatoria ©; y, por
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consiguiente, tampoco respecto de Y;. En medida que satisfagan los
supuestos de Minimos Cuadrados de Regresion Lineal (MCRL), el
teorema sera valido. No se requiere buscar otro estimador insesgado
lineal, pues no habrd otro estimador cuya varianza sea mas pequefa

que la del estimador de MCO.

Por supuesto, si no se cumple una o mas de tales suposiciones, el
teorema ya no es valido. Las propiedades antes vistas se conocen como
propiedades de muestras finitas, pues se mantienen sin importar el

tamafio de muestra en que se basen los estimadores.

Sin embargo, para entender este teorema se requiere considerar la

propiedad del mejor estimador lineal insesgado: “Gi=yy—

AUd)

2BXy+PBXXP con reglas de diferenciacion se obtiene

—2Xy+2XXB = 2L = XXB=> XXB=Xy B =(XX) Xy
siempre que exista la inversa. Como (X'X)_IX'y es una matriz de

numeros fijos, § es una funcion lineal de Y tal que, por definicion, es

una estimador lineal.

Es importante recordar que la Funcién de Regresion Poblacional

(FRP) es y = XB +u, si se sustituye esta ultima ecuacion en B =
(XX) Xy se obtiene B=(XX) X (Xp+u)=p[(XX) XX+
(X'X)_lX'u =B+ (X'X)_lxlu y, tomando el valor esperado de esta
dltima ecuacion, se tiene E(B) = E(B) + (X'X)  XE(u) = B, pues
E(B) = B y E(u) = 0, segln supuestos indica que 8 es un estimador
insesgado de B. Sea B* cualquier otro estimador lineal de B, escrito

como * = [(X'X)_1X' + C] y, donde C es una matriz de constantes. Al

sustituir y de y=XB+u en B*= [(x’x)'lx’ + C]y se obtiene
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Br=[(xX) "X +c]xp+uw) =p+CXp+(XX) Xu+Cu tal

que si B* es un estimador insesgado de B se tiene que CX = 0.

Entonces, con B* = B + CXB + (X'X)_lxlu + Cu y CX = 0 se escribe
Br—p= (X'X)_lX'u + Cu y, por definiciéon, la matriz de Var —
Cov(p?) =E(R" - B)(B" - B) =
son—1 BN ’ )

E [(X X) Xu+ Cu] [(X X) Xu+ Cu] empleando propiedades de
inversion y transposicion de matrices, luego de simplificacion
algebraica se obtiene Var — Cov(f*) = (SZ(X'X)_1 +02CC = Var —
Cov(B) + o2CC™.

Esto indica que matriz de varianza — covarianza del estimador lineal
e insesgado alterno B* es igual a matriz varianza — covarianza del
estimador MCO, B mas 62 veces CC, que es una matriz semidefinida
positiva. Por tanto, las varianzas de un elemento dado de B* deben ser
necesariamente iguales o mayores al elemento correspondiente de P,

que desmuestra que B es Mejor Estimador Lineal Insesgado (MELI).

Por supuesto, si C es una matriz nula (matriz cuyos elementos son

todos cero y se denota por 0), entonces B* = P, equivalente a que si
encuentra un estimador MELI debe ser el estimador de minimos

cuadrados .

Con base en lo anterior, dados los supuestos del modelo clasico de
regresion lineal, las estimaciones de minimos cuadrados poseen

algunas propiedades ideales u Optimas, contenidas en el Teorema de
Gauss-Markov y siendo el estimador de MCO B, es el mejor estimador

lineal insesgado de B, o B* de B:
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1. Es lineal. Funcion lineal de una variable aleatoria, como
variable dependiente Y en modelo de regresion.

2. Es insesgado. Su valor promedio o esperado, E(Gz), es igual al
valor verdadero, (3,.

3. Estimador eficiente. Tiene varianza minima dentro de la clase
de todos los estimadores lineales insesgados. Un estimador
insesgado con varianza minima se conoce como estimador

eficiente.

5.1.2. Coeficiente de determinacion

La bondad del ajuste de la linea de regresion de un conjunto de datos
refiere a cudn «bien» se ajusta la linea de regresion a los datos. Con
base en la siguiente figura, es claro que si todas las observaciones caen
en la linea de regresion se obtiene un ajuste «perfectoy», pero rara

ocasion se presenta:

Figura 5.8 Bondad del ajuste

~

Fuente: (Gujarati, D. N. y Porter, D. C. 2010).

En general, hay algunas {j; positivas y algunas {i; negativas. Se tiene la
esperanza que estos residuos alrededor de la linea de regresion sean lo

mas pequefios posibles. Entonces, el coeficiente de determinacién r?
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(dos variables) 6 R? (regresién multiple) es una medida comprendida
que indica cudn bien se ajusta la linea de regresion muestral a los

datos.

Una explicacion del significado de heuristica de r? 6 R? en términos

graficos, conocida como Diagrama de Venn, Euler o Ballentine

(r2:a) =0;Nr? =1)es:

Figura 5.9 Diagrama de Venn

a) b) c)

d) e) f)
Fuente: (Gujarati, D. N. y Porter, D. C. 2010).

El circulo Y representa la variacion en variable explicada, dependiente

o endogena Y, el circulo X es la variacion en la variable explicativa,
independiente 0 exogena X
(Varianza(Suma de cuadrados dividida por grados de libertad apropiados) —
VariaCién(Suma de cuadrados de desviaciones de una variable respecto a su media)/
Gl), mientras que la interseccion de circulos (area sombreada) sefiala la
media en que la variacion en Y se explica por variacion en X, como

regresion de MCO.

A mayor medida de interseccion, mayor serd la variacién en Y que se

explica por X, pues a medida que va de izquierda a derecha, el area de
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interseccion aumente o, en otras palabras, hay una proporcién cada vez
mayor de la variacién en Y explicada por X. Entonces, r? 6 R? es una

medida numérica de esta interseccion.

2

Por lo tanto, cuando no hay interseccion r?2 6 R? =0, cuando es

completa r? 6 R? = 1, entendida como 100% de variacion de Y se

explica por X y, por logica, r? 6 R? varia +1.
El calculo de r? 6 R? se hace de la siguiente forma, pues si:
Y, = Y, + @i o, en términos de desviacion, y; = §; +

Donde se emplean ecuaciones y; = Box; + 0; y §; = B,x; tal que al
elevar al cuadrado y; = §; + I; en ambos lados y sumar sobre la

muestra se obtiene:

D= gAY a2 it = ) 94 ) a2
=B ) xi+ ) 0

-~

Pues ), 9;0; =0 y §¥; = B,X;. Las diversas sumas de cuadrados en

ecuacion anterior se describen de la forma siguiente:

Z yi = Z(Yi -Y)?

Hace referencia a variacion total de valores reales de Y respecto de su

media muestral, denominada Suma de Cuadrados Total (SCT).

D= G- =) G-V =) &

Refiere a la variacion de valores de Y estimador alrededor de su media
(?i = Y), que apropiadamente puede llamarse Suma de Cuadrados por

Regresion, debida a variables explicativas, independientes o exdgenas,
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o, simplemente, Suma de Cuadrados explicada (SCE). Adicionalmente,
> 0 es variacion residual o variaciéon no explicada de valores de Y
alrededor de la linea de regresion o, también, llamada Suma de

Cuadrados de Residuos (SCR). Asi, ecuacion:

DVE=D > k42 ) g = ) 5+ ) af
=B K+ i

~ SCT = SCE + SCR

Esta ecuacion muestra que la variacion total en valores Y observados
alrededor del valor de su media puede dividirse en dos partes, una
atribuible a la linea de regresion y otra a fuerzas aleatorias, pues no

todas las observaciones Y caen sobre linea ajustada.
Geométricamente es:
Figura 5.10 Ajuste de la recta
v

i; = debido al residuc

¥,

i

.
FRM
T~ B+ BoX;
(Y,—¥) = total — ¥
/ (}":I- —¥) = debido a la regresién
Y /

0 X;

Fuente: (Gujarati, D. N. y Porter, D. C. 2010).

Al dividir la ecuacion SCT = SCE + SCR entre SCT en ambos lados, se

obtiene:
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SCT SCE SCR (% -Y) Y a?
= = = — =+ —
SCT  SCT ' SCT Y(Yi— V)2 Y(Y;—Y)?

Ahora bien, se define r?:

2 _ Z(?l - ?)2 _ SCE(Error)

rc = - =
2(Y;i —Y)?2  SCTrotar
o)
2 =1— Z l’iiz 1 _ SCR(Regresién)
2(Y; — Y)? SCT(total

La cantidad definida de esta manera se conoce como «Coeficiente de
Determinacién Muestral», entendida como la medida mas comun de
bondad de ajuste de una lineal de regresién o, verbalmente, r?> mide la
proporcion o por ciento de variacion total en Y explicada por el modelo

de regresion.
Asimismo, r? observa dos propiedades:

1. Es una cantidad no negativa, pues al elevar al cuadrado
cualquier numero, sea positivo o negativo, el resultado es
positivo (ley de signos).

2. Sus limites son 0 <r? < 1. r? =1 indica un ajuste perfecto;
es decir, ¥; = Y, por cada i. Por ortro lado, r? = 0 significa que
no hay una relacion alguna entre la variable regresada,
dependiente, explicada o endogena y variable regresora,
independiente, explicativa o exdgena (coeficiente de pendiente
o de variable exdgena B; = 0).

En este caso, segin Y = By + B.X; = (Y — B.X) + B.X; =

Y+B,X —X), Vi = B, = Y; es decir, la mejor prediccion de
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cualquier valor de Y es simplemente el valor de su media. En
consecuencia, la linea de regresion sera horizontal al eje X.

No obstante, r? puede calcularse directamente a partir de la

definicion o, mas rapido, con la féormula siguiente:

2_2(?1—?)2:1 Zﬁiz_ _
2(Yi —Y)? (Y —Y)?

_ SCR(Regresién)
SCT(Total)

— SCE(Error) — 2912 _ B% lez _ GZ (Z X12>
SCT(Totan ZYiZ Zyiz ? ZYiZ

Si se dividen el numerado y denominador de la ecuacion anterior por el

tamafio n muestral (n — 1 si la muestra es pequefia), sabiendo que S2-

SSZ, son varianzas muestrales X — Y respectivamente, se obtiene:

2
2 X g2
2 _p2|_n_ | _p2(2%
r =B > | = B2 <_2>
X Yi Sy
n
5 X;Y; B z .
Como 3, = ZZ )‘(2‘, la ecuacion 32 @—;‘2) también se expresa:
i i

L EXWE_ Eye)?
YxZYy: QCyHE9?

Con la definicién de r?, SCE y SCR explicadas antes, se expresan

asi:

SCE =r2+SCT = (1?) (Z y?)

Por lo tanto:

SCR =SCT —SCE =SCT (1 —ﬂ) 2 (Z y2) (1-r?)
SCT i
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Por lo tanto, se escribe:

SCT =SCE +SCR(

o
ZY? =r22y?+(1—r2)(2yi2)

5.1.3. Coeficiente de correlacion r (\/ r )

Cantidad estrechamente relacionada con el concepto de Coeficiente de
Determinaciéon r? (dos variables) 6 R? (regresion multiple) como
medida de «bondad de ajuste». El Coeficiente de Correlacion Muestral
explica el grado de asociacion, mide la fuerza o grado de asociacion

lineal, entre dos variables. Su célculo es a partir de:

2 XY,
= +/r? =
T T ey

nY XY — [E X)X Y]
JInExZ - EX)?2nTy? - YD

El Coeficiente de Correlacion Poblacional p (letra griega mintscula

Rho o ro) es:

Cov(X,Y) _ Cov(X,Y) Cov(X,Y)

J[Var X)Var (Y)] /o202 0xOy

Entonces, p es una medida de Asociacidn Lineal entre dos variables y
su valor se sitlia entre +1, donde —1 indica una perfecta asociacion
negativa y +1 es una perfecta asociacion positiva. Con base en lo

anterior, se deduce:

Cov(X,Y) = p(oxoy)
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Algunas propiedades de r son:

>

\4

Tener signo positivo o negativo, segun el signo del término en

numerador de

r=+vVr2 = XXiYi  _ ny X;Yi—[EX)X Y] que
JedEy)  [nr-cxlnsyi-ev?]

mide la Covariacion Muestral de dos variables.

Se ubica entre limites —1 y +1; es decir, =1 <r < 1.

Es simétrico por naturaleza; es decir, el

Coeficiente de Correlacion entre X y Y, denotado por ryy.

Es independiente del origen y escala; es decir, si se define
Xi=aX;+CyY =bYj+dtalquea>0,b>0,cydson
constantes. Entonces, r entre X*y Y* es igual a r entre variables
originales X y Y.

Si X y Y son estadisticamente independientes, pues dos
variables aleatorias X y Y son estadisticamente independientes
si y solo si (&) f(x,y) = f(x) f(y); es decir, si Funcion de
Densidad de Probabilidad conjunta se expresa como el
producto de las FDP marginales, el Coeficiente de Correlacidon
ente ellas es cero, aunque no significa que dos variables sean
independientes. En otras palabras, una correlacion igual a cero
no necesariamente implica independencia (siguiente figura h).
Es una medida de Asociacion Lineal o Dependencia Lineal
solamente, su uso es la descripcion de relaciones no lineales no
tiene significado. Asi, en la siguiente figura h, Y = X? es una
relacion exacta y r =0, pues es una expresion cuadratica
(parabola positiva) y, en consecuencia, una relacion no lineal.
Es una medida de asociacion lineal entre dos variables y no
implica obligatoriamente una relaciéon causa-efecto: «Una

relacion estadistica por mas fuerte y sugerente que sea nunca
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podra establecer una conexion causal, por lo que ideas de
causalidad provendran de estadisticas externas y, finalmente, de
una u otra teoria». Por lo tanto, «una relacion estadistica por si

misma no puede, logicamente, implicar causalidad».

En el contexto de regresion, r? es una medida con mas significado que
r, pues la primera indica la proporciéon de variacion en variable
dependiente, explicada, predicha, regresada, respuesta, endogena,
resultado o controlada explicada por la (s) variable (s) independiente
(s), explicativa (s), predictora (s), regresora (s), estimulo (s), exdgena

(s), covariante (s) o de control (s).

En consecuencia, constituye una medida global del grado en que la
variacion en una variable determina la variacion de otra, r no tiene este
valor y, ademas, la interpretacion de r (R) en un modelo de regresion

multiple es de valor dudoso.

Enseguida se muestran los patrones de correlacion de Theil citado por

Gujarati y Porter (2010):
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Figura 5.11 Coeficiente de correlacion

Y ¥ Y
r=+1 . . r=-1 r cerca de +1
. .
. .
. . 3
"
"
. . o
- - '.:‘
. . ol
L] L] 'F.'
X
al by c)
Y ¥ . ¥ )
r positivo, pero r negativo, pero
r cerca de -1 cerca de cero cerca de cero
-
* -® - * * *
! .. L,
"b+‘ .‘ * * - *
. * - ._. * .
s - L *
.
X X X
d) e) )
¥ ¥
r=0 ¥=Xx?
peror =0
* T - * ." " * -
SRR " .
N ”',:-. t. .t
& ot - P
. * -+
S
X X
g h)

Fuente: (Gujarati, D. N. y Porter, D. C. 2010).

5.1.4. Precision o errores estandar de estimaciones de minimos

cuadrados ordinarios

nYXYi-2Xi XY _ TXi-X(Yi-Y) _ Yxiyi

B2 = n Y XZ-(X;)? YXi-X)2 Ix?

5 EXETYi-IXEXi XYy
L7 ayx?-(IX;)?

De las ecuaciones

=Y — B,X es evidente que estimaciones son

funcién de datos muestrales. Sin embargo, como es probable que los
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datos cambien entre una muestra y otra, los valores estimados cambian
ipso facto (expresion latina que significa por el mismo hecho, por el
hecho mismo, inmediatamente o en el acto). Entonces, se requiere

alguna medida de «confiabilidad» o precision de estimadores By y Bs.

En estadistica, la precision de un valor estimado se mide por su error
estandar, entendido como desviacion estandar de la distribucion
muestral del estimador y la distribucion muestral de un estimador es
tan solo una probabilidad o distribucioén de frecuencias del estimador;
es decir, una distribucion del conjunto de valores del estimador
obtenidos de todas las muestras posibles de igual tamafio de una

poblacion dada.

Con las distribuciones muestrales se infieren los valores de los
parametros de la poblacidn, con base en los valores de los estimadores
calculados a partir de una o mas muestras. Dados los supuestos
gaussianos, se muestra que los errores estandar de estimadores de

MCO pueden obtenerse mediante:

2
Var(B,) = %

~ (o)

ee (82) = \/W
2

() = 15z

€€ (Error Estandar) (Bl) =
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Todas las cantidades que entran en anteriores ecuaciones, excepto 62 ,
pueden estimarse a partir de datos. Incluso, la misma o* se estima

mediante:

o _ L

n—2
Los gradosdelibertad se entiende como numero total de
observaciones en la muestra (n) menos el nimero de restricciones
(lineales) independientes o de restricciones que se les impusieron o,
como, la cantidad de observaciones independientes de un total de n
observaciones y su regla general es
gl = n — numero de parametros estimados. Error Estandar de

estimacion o error estdndar de regresion (ee).

No es mas que la desviacion estdndar de valores Y alrededor de la linea
de regresion estimada, que suele servir como medida para resumir la
«bondad del ajuste» de dicha linea. Entonces, dado X;, o? representa

la varianza condicional de u; y Y;.

Por lo tanto, el error estandar de estimacion también se denomina
desviacion estdndar condicional de u; y Y;. Asimismo, es comun, 65 y
o; representan la varianza incondicional y desviacion estandar
incondicional de Y, respectivamente. Sin embargo, es importante
mencionar las siguientes caracteristicas de varianzas, asi como de

errores de estimadores 31 y B,:

» Varianza de B, es directamente proporcional a o, pero
inversamente proporcional a . xZ. Indica que, dada o® , entre
mas grande sea la variacion en valores X menor sera la

varianza 3, y, por tanto, mayor sera la precision con que
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estimar {3, y, dado Y, xZ, entre mayor sea la varianza 6> mayor
sera la de 3,.

Tal que, a medida que aumenta el tamafio n muestral, también
lo hace el nimero de términos en la suma, inz. Es decir, a

medida que aumenta n es mayor la precision para estimar (3,.

> La varianza de B, es directamente proporcional a 6* y a Y. X2,

pero inversamente proporcional a Y, x? y al tamafio n muestral.

> B1 v B2 son estimadores, no solo variardn de una muestra a
otra, sino que también, en una muestra dada, es probable que
dependan entre si. Tal que, esta dependencia se mide por

covarianza entre ellos.

Esto se demuestra con:
Cov(By, B2) = E{[B: — E(B1)][B2 — E(B2)]}

= E(Bl - Bl)(BZ - Bz) = _XE(BZ - Bz)z = —XVar(GZ)
_{ o?

Donde B; =Y — B,Xy E(B;) =Y — B, X que es igual a B; — E(B;) =
—X(B2 — B2). La Var(B,) = E[B, — E(B]” = EB, — B2)?, pues
E(B,) = B,, implica que E(T k; u;)? con ecuacion B, = X k; (B, +
B2Xi + uj) = By X ki + B2 X ki Xj + X kju; = B2 + X kj u; implica

que sea = E(k?u? + k3u3 + k3u3 + k5uj + -+ + kZu? +
ZklkzuluZ + b + an_lknun_lun).

186



Fundamentos matematicos de diserio experimental para ingenieria. Parte Il

Por los supuestos E(u?) = o® para cada i y E(uiuj) =0,i#j~

0.2

AN 2
Var(BZ) = O(Varianza constante u homocedastica de uj) Z ki T yx? con
1

definicion de k?.

La varianza de 3; se obtiene con el mismo razonamiento, pues una vez

obtenidas las varianzas de 3; y B, se obtiene también errores estandar

correspondientes al tomar raices cuadradas positivas.

Como Var(ﬁz) es siempre positiva, al igual que varianza de cualquier

variable, la naturaleza de covarianza entre 8, y B, depende del signo
de X, pues si X es positiva, la covarianza serd negativa. Asi, el
coeficiente de pendiente de [, estd sobreestimada (pendiente muy
pronunciada), el coeficiente del intercepto [(; estard subestimado

(intercepto sera muy pequefio).

La mayor utilidad del estudio de covarianzas entre coeficientes

estimados de regresion sera en multicolinealidad.

5.1.5. Propiedades de estimadores de minimos cuadrados

ordinarios segiin supuestos de normalidad

Suponga que u; sigue una distribucion normal, pues supone que cada

u; estd Normalmente Distribuida con Media (E(u;) = 0), Varianza
(E[ui — E(uD]? = E@?) =0?), Cov(u,u;) (E{[w; — Eu)][y; —
E(uj)]} = E(ui, u]-) =01i# j), expresados en forma resuma como
u;~N(0,02), por lo que con el supuesto de normalidad la ecuacion
anterior indica que u; y uj no estan correlacionadas, sino que estan

distribuidas independientemente tal que
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u;~Normal e Independientemente Distribuido (0, 62), los

estimadores de MCO tienen las propiedades siguientes:

>
>

>

Son Insesgados.

Tienen varianza minima. En combinaciéon con 1 significa que
son estimadores insesgados con varianza minima o eficientes.
Presentan consistencia. A medida que el tamafio muestral
aumenta indefinidamente, los estimadores convergen hacia sus

verdaderos valores poblacionales.

B, esta Normalmente distribuida al ser funcion lineal de u; con

Media (E(B;) = B,), Var((Bl) = 0% = nZZXE? 02>, en forma

mas completa Bl~N(81,G%1). Tal que, de acuerdo con las

propiedades de distribucion normal, variable Z es definida

El_Bl

0B,

como Z = sigues una distribucion normal estandar; es

decir, una distribucion normal con media cero y varianza

unitaria (= 1) 6, en otras palabras, Z~N(0, 1).

~

B, estd normalmente distribuida al ser funcion lineal de u; con
. s\ 5 2 _ o2 ,
Media (E(Bz) = BZ), Var((Bz) =05 = 2—Xlz>, en forma mas

Z — EZ_BZ

completa B,~N(B,, 0'%2). Entonces, o5
2

sigue una

distribucidén normal estandar.

Geométricamente, las distribuciones de probabilidad de 8, y B, son:
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Figura 5.12 Distribuciones de probabilidad

fiB,) f(B2)
3 3
-
:
- B y B:
_ E(B)=B E(By) = P
flZ) fiz)
E
B-B Br-B
Z= =
0 %, 0 z Op.

Fuente: (Gujarati, D. N. y Porter, D. C. 2010).

Como la distribucion Ji Cuadrada (X?) estd distribuida

=2

(0 — 2) (Grads de libertad) (%) Esto ayuda a hacer inferencias

respecto a la verdadera 62 a partir de 62.

(Bl, Bz) se distribuyen de manera independiente respecto a 62.

B y B, tienen varianza minima entre todas las clases de
estimadores insesgados, lineales o no lineales. Es eficaz debido
a que, a diferencia del Teorema de Gauss-Markov, no se limita
a la clase de estimadores lineales.

Por tanto, los Estimadores de Minimos Cuadrados son los
Mejores Estimadores Lineales Insesgados (MELI), pues tienen

varianza minima en toda clase de estimadores insesgados.

Finalmente, el supuesto de normalidad permite derivar las

distribuciones de probabilidad o muestrales de B; y P, (ambas

normales) y de 62 relacionadas con Ji Cuadrada (X?).
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5.2.Aplicaciones con modelos matematicos-econométricos

Por desgracia, no es facil obtener formulas como las anteriores. Muy a
menudo los cientificos o los economistas tienen que trabajar con
grandes cantidades de datos para encontrar relaciones entre las
variables de un problema. Una manera comun de hacer esto es ajustar
una curva entre los distintos puntos de datos. Esta curva puede ser un
modelo matematico-econométrico, suponiendo en cada caso que
existen n puntos de datos
(x1,¥1), (X2,¥2), (X3,¥3), (X4, ¥4), -+, (X, yn) y la principal razén de
su uso es que permiten obtener maximos o minimos en las curvas

(extremos relativos y/o extremos locales):

5.2.1. Modelo matematico-econométrico lineal

Suponga que se busca la recta de la forma y =a+bx oy =b + mx

que mejor represente a n datos

(Xll Y1), (X2l Yz), (X3) Y3); (X4I Y4); ey (Xn! Yn):

Figura 5.13 Modelo matemdtico-econométrico lineal

Fuente: (Gujarati, D. N. y Porter, D. C. 2010).
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La siguiente figura muestra lo que sucede usando tres datos,
suponiendo que las variables x e y estan relacionadas por la formula

y = b + mx.

Por ejemplo, para x = x; el valor correspondiente de y es b + mx;.

Sin embargo, esto es diferente del valor “real”, y = y;:

Figura 5.14 Distancia entre puntos

1 (¥3.¥3)
L ]

(x3, b + mx;)

{‘xl:' V|} {xZH b+ m.\:g}
L

® (0. 1)

(x), b + mx))

y=mx—+b
Fuente: (Gujarati, D. N. y Porter, D. C. 2010).

En R? la distancia entre puntos (a;,b;) y (ap, b,) estd dada por la

ecuacion d = /(a; — a3)2 + (by — by)2.

En consecuencia, al determinar la manera de elegir la recta y = a + bx
oy = b + mx que mejor se aproxima a datos dados, es razonable usar
el criterio de seleccionar aquella que minimiza la suma de cuadrados
de diferencias entre valores y de puntos y el valor y correspondientes a

la recta.

La distancia entre (X4,y;) y (X,b+ mx;) es y; — (b + mx;), el
problema para n datos se puede establecer como “problema de

minimos cuadrados en caso de una recta”, en que se encuentra
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nimeros m y b tales que la suma [y; — (b+ mx;)]*+ [y, — (b +
mx,)]? + [y; — (b + mx3)]% + [ys — (b + mxy)]? + - +

[yn — (b + mx,)]? sea minima.

Para estos valores de m y b, larectarectay =a+bxoy =Db + mx se

llama “Aproximacion por recta de Minimos Cuadrados a datos

(x1,¥1), (X2, ¥2), (X3,¥3), (X4, V4), o) Ky Y1)

Una vez definido el problema se busca un método para encontrar la
aproximacion de minimos cuadrados. Lo mas sencillo es escribir en
forma matricial. Si los puntos
(x1,¥1), (X2,¥2), (X3,¥3), (X4, ¥4), -+, (X, yn) estdn todos sobre la
recta y = a + bx, llamados colineales (dos o mas elementos que se

encuentran en una misma linea), entonces se tiene:

y; = a+ bxy y;1 = b+ mx;

y2=a+bX2 y2=b+mX2

y3 = a + bxs y3 = b+ mxs
0

y4 = a+ bx, y4 = b+ mx,

yn = a+ bx, Vo = b+ mx,

O, con otra nomenclatura, y = Au.

Donde:
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Y1 1 x4
y2 1 x,

= Y3 A = 1 X3 u= b
y Ya | \1 X4 / y (m)
Yn 1 Xp
Si los puntos no son colineales, entonces y — Au # 0 y el problema se
convierte en «forma vectorial del problema de minimos cuadradosy,

que encuentra un vector U tal que la forma euclideana |y — Au| es

minima.

Es importante mencionar que en R?, la magnitud, longitud, médulo o
norma de un i es
|(x, Y) | (Nomenclatura Fisica)©0 I Cx, I (Nomenclatura Matematica) —

Vx2 + y2, mientras que en R3, la magnitud, longitud, médulo o norma
deunfies |(x,y,2)| oll(xy)ll =/x2+y?+ z2, etcétera.

Entonces, minimizar |y — Au| equivale a minimizar la suma de
cuadrados en [y: — (b+ mx;)]? + [y, — (b + mx;,)]? +
[ys — (b + mx3)]? + [ys — (b + mxy)]* + - + [y, — (b + mx,)]%

Encontrar el vector U que minimiza no es tan dificil como parece.
Como A es una matriz de N(Ntmero de filas) * Z(Numero de columnas) ¥ U
una matriz de 2 (Numero de filas) * 1(Numero de columnas)> AU €8 un vector
en R™ perteneciente a la imagen A, entendida como un subespacio de
R"™ cuya dimension es a lo sumo dos, pues cuando mucho dos

columnas de A son linealmente independientes.

Entonces, por Teorema de Aproximacion de Norma R, “sea H un

subespacio de R", v un vector en R". Entonces proyy (imagen de )V €8

la mejor aproximacion para v en H tal que si h es cualquier otro vector
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en H implica que |v — proyy (Imagen de A)Ul < |v—h]|”, Teorema de

Proyeccion, “sea H un subespacio de R" y v e R"”.

Entonces existe un par unico de vectores hy ptalesque heH,peHy
v=h+p. En particular, h =proyymagendea)l y P=
PTOYH (Imagen de A) LV tal que v = h+p= PTOYH (Imagen de A)V +

proyny (Imagen de A)LV.

Su demostracion implica que sea h = proyy (imagendea)V YP =V — h
y por Definicion Proyeccion, “sea H un subespacio de R™ con base
ortonormal {u,,u,, us, Uy, ...,ux}. Si veR", entonces la proyeccion
ortogonal de v sobre H, denotada por proyy (imagen de o)V €std dada
POr  Proyy (imagen de )V = (U * up)uy + (U * uz)uy + (U * uz)uz +
(U *uguy + -+ + (U * w)uy, siendo que Proyy (imagen de a)V € H”, se

tiene que h € H.

Demostrando que peHY, sea {u;,uyuz Uy, ..,ux} una base
ortonormal para H: h = (v*u;)u; = (L*uy)u, + (V*uz)us +
(V*xugu, + -+ (L*u)uy y sea x un vector H tal que existen
constantes o, 0y, O3, 0y, ..., 0 tales que x = ayuqy + au, + azuz +
aguy + -+ apuyg entonces pxx=(U—h)*x=[v—(V*xu)u, —
(v *uz)uy + (U *uz)ug + (L *uguy + -+ (U * Wy *

[agug + azu; + agug + oguy + o+ + agug] aunque como  uj * uj =

0,i#] . .
{1 1 _ ; es sencillo verificar que el producto escalar p * x = (U —h) *

x=[v—(u*u)u; — (L*uy)u, + (V*uz)us + (V*xuy)uy + -+
(v * w)uy] * [aguy + ouuy + azus + aguy + -+ apu]  estd  dado
por pxx =21 oL ) =X (u*u) =0, asi pxx=0Vx €

Hindicando que p € H*'.
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Para  demostrar que P = Proyy (imagendea)lV s¢  amplia
{u;,uz,us,uy, ..., u} a base ortonormal (base ortogonal en que la
norma de cada elemento componente es unitaria o tiene vectores

unitarios) en R™: {u;, uy, us, Uy, ..., U, Ugg1, -, Up}.

Entonces, {Uy41, ..., Uy} €s una base para H-”, tal que se puede decir

que U — Proyy (imagendea)V €H  se  escribe v—h= (U —

Proyy (imagen de A)U) + (prOYH (Imagen de A)V — h) siendo  que el
primer término de la derecha como el segundo esta en H tal que
(U — PTYOYH (Imagen de A)U) * (pl‘OYH (Imagen de A)V — h) =0 y por
Teorema que afirma “sea B = {uy,u, us, uy,..,u,} una base
ortonormal para R"™ y sea veR"™ tal que v=(U*uyu; +
(Vxuy)uy; + (W*xuz)uz + (W*uy u,+-+@W*y)uy o V=
proygrny, siendo su demostracion que considera B como una base,
puede escribir v de manera Unica como U = cqu; + CyU, + C3uz +
Cquy + -+ cyuy por lo que v=*u; =c(ug *u;) = cy(uy *u;) +
cg(uz * uy) + ca(ug * uy) + -+ ¢i(uy * uy) + -+ + cu(up * wy) =g,
pues los vectores U; son ortonormales y como esto se cumple para
i=1,2,3,4,...,n la demostracion queda completa, se puede decir que
v=(U*xupuy + (U*uy)u, + (V*ug)ug + (V*uy)uy + -+ +

(0 * wuy + (U * U1 Ugeys + -+ + (U up)uy = proyyv +

proyy. v aunque para probar la unicidad, suponga que v =h; —p; =
h, — p, donde hy,h, e H y p;,p, € H! entonces h; — h, = p; — p,
aunque h; — h, e H y p; — p, € H! de manera que h; — h,eHe n
Ht ={0}, asi que h— h,=0 y p; — p, =0 completando la
prueba”, por lo que 7, tal que |y — Au| es un minimo cuadrado pues

Au = Proyy (imagen de o)y donde H es la imagen de A.

En R3 la imagen de A serd un plano o recta que pasa por el origen,

pues son los unicos subespacios de dimension uno o dos.
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En la siguiente figura, el vector que minimiza se denota por u:

Figura 5.15 Subespacios de dimension

z
A y

/" Imagen de 4

-

X
Fuente: (Gujarati, D. N. y Porter, D. C. 2010).

Con base en esta figura y el Teorema de Pitagoras, «en todo tridngulo
rectangulo, el cuadrado de la longitud de la hipotenusa es igual a la
suma de los cuadrados de las respectivas longitudes de los catetos», se
deduce que |y — Au| es minima cuando y — Au es ortogonal a imagen

A.

Es decir, si U es vector que minimiza implica que para todo vector
u e R? por lo que Au L (y — At). Usando la definicién de producto
escalar en R", se encuentra que Au L (y — AuU) se vuelve Au x*
(y—Au) =0, (Au)'* (y—AU) =0 debido a que a*b=a'b,
(A'u") * (y — Ad) = 0 pues por Teorema ii) que supone en i) (A7),
ii) (AB)" = A'B', iii) Si Ay B son de n = m, entonces (AB)" = AT+B'
y iv) Si A es invertible, entonces A" es invertible y (AN = (A™1)" o
a'(Aly— A"« AU) =0 se cumple Vu € R? & Aly—A"«Au =0,
pero al despejar U de A'y — AT * AU = 0 se obtiene que y — Au L Au.
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Entonces, la solucion al problema de minimos cuadrados para ajuste

por linea recta se da si A y y son:

Vi X
X2

1
1

y=|Y3 | A= 1 %3 fyu=(3)
1

Entonces, la recta y =a+bx o y=b+ mx da el mejor ajuste en

sentido de minimos cuadrados para puntos

(x1,¥1), (X2, ¥2), (X3,¥3), (X4, ¥4), ..., (X, yn) cuando:

Y1

b Y2
=d=(AN)Ayy=|Y2
<m> u=@an yy Ya
Yn

Se ha puesto que ATA (matriz A transpuesta por matriz A) es invertible.

Este siempre es el caso si nos n datos no son colineales.
5.2.2. Modelo matematico-econométrico cuadratico

Ahora se desea ajustar una curva cuadratica a n datos. Una curva

cuadratica en x es cualquier expresion de forma y = a + bx + cx? o

y = b + mx + cx? tal que es la ecuacion de una parabola en el plano.

Si los n datos estuvieran sobre la parabola se tendria:
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Figura 5.16 Ajuste de una funcion cuadradtica

(=2,5)e

o4, 1)
¥ -

L
(3.—=D

y =357 —0.88x — 0.04x2

Fuente: (Gujarati, D. N. y Porter, D. C. 2010).

Y1=a+bX1+CX%

Y2

y3

Y4 =

Yn

=a+ bx; + cx3

= a+ bx; + cx}

a+ bx; + cx3

a+ bx, + cx2

y; = b+ mx + cx?
y, = b + mx + cx3
y3 = b + mx + cx3

Y4 = b+ mx + cxj

Vo =b + mx + cx2

Aunque, este sistema se puede escribir como y — Au con:

y1
Y2 1 x4 x% a
[ V3| a=l1 x X u=|b
y Ya [ | 1 x3 X3 | Y <C

1 x, x5
Vn
1 x, X3

Al igual que antes, si todos los datos no se encuentran sobre la misma

parabola implica que y — Au # 0 para cualquier vector U y, de nuevo,
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el problema es “encontrar un vector u en R? tal que |y — Au| es

minima”.

Usando un razonamiento similar a éste, se puede demostrar que cuando
menos tres de las x; son diferentes, entonces ATA es invertible y el

vector que minimiza al vector U estd dado por U = (ATA )~ 1ATy.

La siguiente imagen muestra la figura de un modelo matematico-

econométrico cuadratico:

Figura 5.17 Modelo matematico-econométrico cuadratico

Fuente: (Gujarati, D. N. y Porter, D. C. 2010).

Teorema: Sea (Xll Y1), (XZI YZ); (X3t YS); (X4F Y4): ey (an Yn) puntOS cn

R? , suponga que no todas las x; son iguales.

Entonces, si A estd dada como la siguiente forma es matriz A'A es

invertible de 2 * 2:

X1
X2

X3 _ (b
X4|yu ()

IR
: N R
/

>
Il
—

e O = G Y

R
SRR
\_

Xn
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Es importante mencionar que si X; = X; = X3 = X4 = *** = Xy,
entonces todos los datos sobre la recta vertical x =x; y la mejor

aproximacion lineal es dicha recta.

Su demostracion es que se tiene:

1 xq
/1 XZ\

A=]1 X3
1 Xa
1 Xy

Como no todas las x; son iguales, las columnas de A son linealmente

independientes. Ahora bien:

1 X1

1 x
T 1111 .1y x
A(MatrizAtranspuesta)A:<Xl X, X3 X4 Xn>

_< n XX )
?=1Xi Z?:lxiz

Si AT(MaUriZ Atranspuesta)d 1O es invertible, entonces A'A = 0. Esto

significa que:

()

X
Seau=|1|yx=]["3
1 X4
1 Xn
En consecuencia, [ul2 =uxu=n,|x|? =Y x* yuxx =YL x.
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Tal que la ecuacion n Y, x? = (X, x;)? puede establecerse como
lu||x|? = |u * x|?, sacando raiz cuadrada se puede obtener |u * x| =

lul|x].

La desigualdad de Cauchy-Schwarz en R™ sostiene que si u y v son

dos vectores en R™:

» |u=v| < |ullx|]. Su demostracion es si u = 0, v = 0 0 ambos,
entonces |u *v| < |u||x| se cumple, pues ambos lados son

iguales a 0. Si se supone que u # 0 y v # 0, entonces:

u v |2 u v u v u*xu 2u*U U*V
sl - G- - - B
lul vl lul vl lul vl lul [ullv] [l
_ful®? 2uxv  Jul? 2U * v B 2u*V

[ulz  fullv] * |vl? lul vl lul[v]

2U%V U*V
=2<

< — <1lvyuxv < |ullv
falol Talrol = 1Y lullol

De manera semejante con:

2 uxv
=

v

>—16u=v = |ullvl

u
<l
|ul

vl lullvl
Tal que con estas dos desigualdades se obtiene:

—|ullv] < u*v < |ullv] 6 [u*v| < |ullvl

» |uxv| =|ullx| © u=00v=2Aupara algiin nimero R A. Su

demostracion indica que si u=Av, entonces |ux*v|=

[ * vl = [Allv]? 'y [ullv] = [x]lu] = [Al[vllv] = [Al]v]* =
[u *v.

Inversamente, suponga que |u * v| = |u||v| conu # 0yv # 0,
entonces:
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u*v uxv
lul[ull ~ IUIIUI
Entonces:
“ulfol
v |2 ( u v ) ( u v )
—_—— — ==\l %x|— — —
lul vl lul vl [ul vl

u*u 2u*v v*v |ul? 2uxv |u|?

lul2  Jullol 2wl Julul  |ul?
2U * v 2U * v
[ulv] lul vl
u v u
—=—0u=—%V=2AV
lul v lul
ol -~

v

=) (i)

u*u 2u*v v*v |ul? 2uxv |ul?

lul vl

lulz * Jullol © o2 [ulz Julul (o2
2U * v 2U * U
=1+ +1—2+——2—2(1)—0
[ul vl lul vl
u v u
—=——0Uu=—7—%V =AU
[ul [ul |ul

5.2.3. Modelo matematico-econométrico cubico

El objetivo es encontrar la curva del tipo especifico que se ajuste

«mejor» a los datos dados. Complementariamente, un sistema de
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ecuaciones se escribe Ax = b tal que A es una matriz de mxn, X e R" y

b e R™.

Figura 5.18 Modelo matematico-econométrico cubico

Fuente: (Gujarati, D. N. y Porter, D. C. 2010).

Asimismo, la funcién Ax = b tiene las propiedades que caracteriza las
transformaciones lineales, A(ax) = aAx si a es una escalar y A(x +

y) = Ax + Ay.

Entonces, la definicion de Transformacion Lineal es que sean V.y W
espacios vectoriales reales tal que una transformacion lineal T de V en
W es una funcién que asigna a cada vector veV un vector unico
Tv e W y que satisface, para cada u y v en V y cada escalar a, T(u +

v) =Tu+ Tvy T(av) = aTv.

Es importante mencionar que las definiciones y teoremas se cumplen
también para espacios vectoriales complejos
(espacios vectoriales donde escalares son nimeros complejos);

aunque, solo se manejan espacios vectoriales reales y, por ende, se
eliminard la palabra «real» en analisis de espacios vectoriales y

transformaciones lineales, conocidas como operadores lineales.
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Ejemplos:

1. Transformacion lineal de R? en R3

X+Y
Sea T: R? - R? definida por T(}) = [ X - Y |.
3Y

Por ejemplo:

1(2)=(5 ) =[G+ ()

-9
X+ X Xi+X,+Y, +Y, X +Y, X, + Y,
=T<Y1+Y2):(X1+X2_Y1_Y2)=<X1_Y1>+(X2_Y2>
R 3Y, + 3Y, 3Y, 3Y,

X, +Y; wr (Xt Y %
Pero X1_Y1 =T( 1)}/ XZ_YZ =T( 2)
Y; Y,
3Y,

ws|(y) + ()] = 7(2) + 7 (32)
~1fa()] - 7(53) = (") = ox2 1)

3aY 3Y

=oT (?) =. T es una transformacion lineal.

2. Transformacion cero

Sean V y W espacios vectoriales y definida T:V — W por Tv = 0 para
Vven V=T +vy)=0+0=Tv; +Tv, y T(av) =0 =a0 =

oTv.

En este caso, T se denomina transformacion cero.
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3. Transformacion identidad.

Sea V un espacio vectorial y definida [:V — V por Iv = v para Vv en
V. ES obvio que I es una transformacion lineal, llamada

transformacion identidad u operador identidad.

4. Transformacion de reflexion.

Sea T: R? - R3 definida por T (X

Y) = (_YX) Es facil verificar que T es

lineal.

En términos geométricos, T toma un vector en R? y lo refleja respecto
al eje Y

(vector (—X,Y) es reflexion respecto a eje Y del vector (X, Y)):

Figura 5.19 Transformacion de reflexion

(x, ) (=x,)
/ =\ = X

a) b)

Fuente: (Gujarati, D. N. y Porter, D. C. 2010).

5. Transformacion lineal de R" - R™ dada por multiplicacion de

matriz mxn.

Sea A una matriz de mxn, definida T: R" - R™ por Tx = Ax. Como
A(x + y) = Ax+ Ay y A(ax) = aAx si X y estan en R, se observa

que T es una transformacion lineal.

205



Fundamentos matematicos de diserio experimental para ingenieria. Parte Il

Entonces, toda matriz A de mxn se puede usar para definir una
transformacion de R™ en R™. Por lo tanto, toda transformacion lineal
entre espacios vectoriales de dimension finita se puede representar por

una matriz.

6. Transformacion de rotacion

Suponga que V = (X) en [lxy) se rota un £ 6, medido en grados ( %)

Y

y radianes (rad) en sentido contrario a manecillas del reloj.

Llame a este nuevo vector rotado v = (é) (si r denota longitud de v,

que no cambia por rotacion tal que x = r Cos(a) = x =r Cos(6 + «)
y y=rSen(a) =y =rSen(0 + a), pues la definicién estindar de
Cos(0) y Sen(B) como las coordenadas X y Y de un punto en circulo

unitario.

Si (X,Y) es un punto en circulo de radio r con centro en origen,
entonces X = r Cos(¢) y y = r Sen(¢), donde @ phi o i) €s dngulo que

forma V(X,Y) con lado positivo del eje X. Ademas, (X,Y) se obtiene

rotando (X, Y) un angulo 0):

Figura 5.20 Transformacion de rotacion

(x', "

o

Fuente: (Gujarati, D. N. y Porter, D. C. 2010).
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Pero r Cos(0 + a) = r Cos(0)Cos(a) — r Sen(8)Sen(a) = x =
x Cos(B) — y Sen(0).

Paralelamente, r Sen(0 + o) = r Sen(0)Cos(a) + r Cos(0)Sen(a) =
y = x Sen(8) +y Cos(8).

) —Sen(0 ' ‘
Sea Ag= (Csoesé(g) cS:erg))) =>x =xCos(@)—ySen(®) y y =

x Sen(0) + y Cos(0) denota que Ag (i?) = (?)

La transformacion lineal T: R? - R? definida por Tv = Agv, donde Ag

Cos(0) —Sen(0)

estdi dado por Ag :(Sen(e) Cos(6)

) y recibe el nombre de

transformacion de rotacion.

7. Transformacion de proyeccion ortogonal

(perpendicular: J:L)

Sea H un subespacio de R" tal que la transformacion de proyeccion
ortogonal estd dada por P:V — H se define por Pv = Proyyv. Sea la

sucesion {uy, u,, us, Uy, ..., Ui} una base ortogonal para H.

Entonces, con base en Definicion de Proyeccion Ortogonal, que indica
sea H un subespacio de R™ con base ortonormal {u;, u,, us, uy, ..., U}
tal que si ve R™ = proyeccion ortogonal de v sobre H, denotada por
Proyyv estd dada por Proyyv = (v*up)u; + (v*uy)u, +
(v+ug)us + (vxug)uy + -+ (v uu, tal que ProyyveH, se
tiene que Pv = (v*upu; + (v *uxuy)u, + (v*uz)ug +
(vuguy + -+ (v+xudug, como (v; +vy)*u=vy*u+vy*xuy

(av) *u = a(v * u) = P es una transformacion lineal.
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8. Dos operadores de proyeccion

Se define T:R3 - R3 por T<§>=<§>:>T es operador de
z 0

proyeccion que toma un |i de tres dimensiones y se proyecta en I1xy).

Analogamente, T <§> = (%) proyecta un V en espacio en IT(xzy:
z z

Figura 5.21 Dos operadores de proyeccion

Fuente: (Mora, W. F. 2016).

9. Operador de transposicion

Se define T: My, & My, por T(A) = AT. Tal que, (A+B)T = AT +
BTy (aA)T = aAT = T, denominado operador de transposicion es una

transformacion lineal.

10. Operador integral

Sea J: C[0, 1] = R definida por Jf: fol f(x) dx tal que para f,g € C[0, 1],
como fol [f(x) + g(x)] dx = fol f(x) dx + fol gx)dx y fol af(x) dx =
fol f(x) dx =] es un operador lineal. Por ejemplo: J(X3) = i =] se

denomina operador integral.
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11. Operador diferencial

Suponga que D:C'[0,1] » C[0,1] se define por Df = f. Para

f,geC0,1],como (f+g) =f +g y (af) = af se denota que
D es un operador lineal, por lo que D se denomina operador

diferencial.
12. Transformacion no lineal.

Suponga que T:C[0, 1] —» R esta definida por Tf = f(0) + 1 = T no
es lineal. Es decir: T(f+g = +g+1=f0)+g(0)+1=
Tf + Tg=[f(0) + 1] + [g(0) + 1] = f(0) + g(0) + 2. Sin
embargo, este ejemplo da una idea clara que una transformacién puede

parecer lineal, pero en realidad no es asi.

Complementariamente, las transformaciones de Box — Cox son una
familia de transformaciones potenciales usadas en estadistica para
corregir sesgos en distribucion de errores, corregir varianzas desiguales
(diferentes valores de la variable predictora) 'y, especialmente,
corregir la no linealidad en la relacion
(mejorar correlacion entre las variables).  Esta  transformacion

recibe el nombre de los estadisticos George Box y David Cox.

La transformacion potencial estd definida como una funciéon continua

que varia respecto a la potencia lambda (7).

Para datos (Yy,Y,, Y5, Yy, ..., Y,) se realiza la transformacion Yi' = Yi7‘

Ky (YA —1)sia#0,

tal que K, es media geomeétrica
K, Ln(Y)siA=0 1902 8

tal que Yi()‘) = {

de valores Y1, Y2, Y3, Yy, o, Yo en consecuencia,
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1
— n -
KZ - (Hi:l (Producto desde 1 hastan) Yi)n - (Yl * Y2 * Y3 * Y4 ¥y

1

1
Y, )n, mientras que K; = ——.
AxK5

Entonces, para realizar una transformacion potencial, dado un valor de
lambda A, se calcula primero la media geométrica de valores Y; (K,).

Después se sustituye este valor para calcular el parametro Kj.

El procedimiento para seleccionar el mejor valor A consiste en que
primero se selecciona el rango de valores lambda A, se selecciona el
que logra que la transformacién se acerque al maximo a los datos tal

que para cada valor de A se hace la transformacion del paso anterior.

Por 1ultimo, se sustituyen de la variable (s) explicativas en diferentes
funciones y se calculan los cuadrados de residuales estadisticos.
Aquella que tenga el menor valor de suma de residuales serd la mejor
opcidn tal que K, es valor fijo para todos los casos y que solo hay que

calcular de nuevo el valor Kj.
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