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En el apasionante cruce de la estadistica, la economia
y el anadlisis de series de tiempo, encontramos un conjunto
de herramientas que permiten descifrar los misterios
ocultos en los datos y tomar decisiones informadas en
un mundo cada vez mas impulsado por la informacion.
Este libro es un faro que ilumina el camino a traves de
este intrincado terreno, ofreciendo una guia integral
sobre como utilizar la regresion lineal, los modelos
econometricos y el analisis de series de tiempo para
comprender, predecir y modelar fenomenos econémicos

y financieros.

La estadistica es el lenguaje de los datos, y la regresion
lineal es una de sus herramientas mas poderosas. En
estas paginas, encontraras una exploracion profunda
y clara de la regresion lineal, desde sus fundamentos
hasta sus aplicaciones en la economia vy las finanzas.
Los autores han desglosado los conceptos complejos en
explicaciones accesibles, utilizando ejemplos practicos y
ejercicios que te guiaran paso a paso en la construccion
y evaluacion de modelos de regresion.

Pero esto es solo el comienzo. Los modelos
econometricos, que incorporan variables economicas y
financieras, agregan un nivel adicional de sofisticacion
al andlisis. Este libro te llevara a través de la teoria
detras de estos modelos y te mostrara como aplicarlos en
situaciones del mundo real. Aprenderas a comprender y
analizar la relacion entre variables economicas, realizar

pruebas de hipotesis y utilizar modelos econométricos
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para pronosticar tendencias y tomar decisiones

estratégicas.

El analisis de series de tiempo, por su parte, es una
herramienta esencial para comprender como los datos
evolucionan a lo largo del tiempo. Este libro te llevara
a través de la modelizacion de series temporales, desde
la identificacion de patrones estacionales y tendencias
hasta la construccion de modelos que permitan realizar

predicciones precisas en un mundo en constante cambio.

Los autores de esta obra han combinado con maestria
la teoria con la practica. A medida que avanzas en las
paginasdeestelibro,encontrarasejemplosdel mundoreal
que ilustran como estas herramientas pueden utilizarse
para abordar problemas economicos y financieros reales.
Descubriras como aplicar estos métodos para tomar
decisiones mas informadas en contextos economicos,

desde la inversion hasta la politica pablica.

Este libro es una invitacion a un emocionante vigje
a través del analisis de datos economicos y financieros
utilizando la estadistica, la regresion lineal, los modelos
economeétricos y el andlisis de series de tiempo. Tanto
si eres un estudiante de economia en busca de una
comprension mas profunda, un analista financiero que
busca mejorar sus habilidades o un profesional de la
estadistica interesado en el mundo econdmico, aqui

encontrards una guia valiosa y completa.

En un mundo cada vez mas impulsado por los datos,
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la habilidad para entender y aprovechar estas poderosas
herramientas es esencial. Este libro es tu brajula en
este emocionante viaje. {Preparate para embarcarte en
un emocionante viaje hacia el mundo de la estadistica

aplicada y la toma de decisiones basada en datos!.

17
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INTRODUCCI

En un mundo cada vez mas impulsado por datos
y cifras, la estadistica se ha convertido en el idioma
universal para descifrar los misterios ocultos en los
nameros y extraer conocimiento valioso. En este
emocionante viaje a través dela estadistica, exploraremos
una de las herramientas mas versatiles y poderosas que
existen: la regresion lineal. Pero no nos detendremos
ahi. También adentraremos en el vasto territorio de los
modelos econométricos y el andlisis de series de tiempo,
donde los datos financieros y economicos se convierten

en nuestro lienzo para la exploracion y la prediccion.

Laregresionlineal eslabase sobrela cual se construyen
muchos de los métodos estadisticos mas avanzados. En
su esencia, es una técnica que nos permite comprender y
modelar la relacion entre una variable de interés y una
o mas variables predictoras. A través de esta relacion,
podemos hacer predicciones, evaluar hipotesis y tomar
decisiones informadas en una amplia variedad de
campos, desde la ciencia social hasta la ingenieriq, v,
como lo veremos aqui, en el apasionante mundo de la

economia y las finanzas.

Los modelos economeétricos, por su parte, son la
culminacion de la estadistica aplicada a los datos
economicos y financieros. Estos modelos permiten
explorar y cuantificar las relaciones complejas que
existen en estos dominios, teniendo en cuenta factores
como la inflacion, el crecimiento economico, las tasas

de interés y muchas otras variables que afectan nuestra
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vida cotidiana. A medida que avanzamos en este libro, te
mostraremos como utilizar modelos economeétricos para
comprender y predecir fenomenos economicos, evaluar
politicas publicas y tomar decisiones estratégicas en el

ambito financiero.

El analisis de series de tiempo, por ultimo, es la
herramienta que nos permite explorar como los datos
evolucionan a lo largo del tiempo. En un mundo donde
el tiempo es un factor critico, entender las tendencias, los
ciclos y las estacionalidades en los datos temporales es
esencial. Aqui, te guiaremos a través de la identificacion
de patrones en series de tiempo, la construccion de
modelos y la realizacion de predicciones precisas en

contextos economicos y financieros.

A lo largo de este libro, encontraras un equilibrio
entre la teoria y la practica. Hemos disefiado ejemplos
del mundo real y ejercicios que te ayudaran a aplicar
estos métodos de manera efectiva. Nuestra meta es
proporcionarte las habilidades y el conocimiento
necesarios para abordar problemas reales con confianza

y precision.

En un mundo donde los datos son la moneda del
siglo XXI, la estadistica, la regresion lineal, los modelos
economeétricos y el andlisis de series de tiempo se
convierten en herramientas esenciales para la toma de
decisiones, la investigacion y la comprension del mundo

que nos rodea. Este libro es tu entrada a este emocionante

20
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mundo, donde los nimeros cobran vida y la estadistica
se convierte en tu aliada para explorar, entender y prever.

iBienvenidos a este vigje!

21




CAPITULOI

FUNCIONES FUNDAMENTALES



1.1. Notacion de funcion. €
Si un x € A esta correspondiéndose mediante f con uny € B,
escribiremos.

f:A->B

x =y =f(x), Se dice la regla de correspondencia, donde
y es lalmagen porfdex €A

El conjunto A se llama DOMINIO de la funcién y corresponde
al conjunto de numeros reales para los que esta definida la

aplicacion.

El conjunto B se llama RECORRIDO de la funcion y
corresponde al conjunto de niimeros reales que son imagenes

del conjunto A.

NOTA: y =f(x) <=> (x; y) €f. Asi:

iR e Wl b e

25
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De este diagrama podemos decir que y = f(x) = x/2 luego:

y=Ff(1)=1/2 < (1; 1/2) ef
y=Ff(2)=2/2 N e (2;1) €ef
y=f(3)=3/2 & (3;3/2) €f
y="F(4)=4/2 < (4;2) €f
y=f(5)=5/2 < (5; 5/2) €f

1.2. Clases de funciones reales.

Funcién polinomial.- P es una funcion Polindmica si esta
definida por:
P:R —> R

- 2, n
x —> P (x)=a +a x+ax*+...+a x

Donde: a  a, ...; a son numeros reales, fijos y se llaman los
coeficientes del polinomio.

Sia # 0, entonces n es el grado del polinomio.
Entre las funciones polinomiales tenemos:
Funcion constante: P (x)= a,

Funcion lineal: P (x)= a +a x

Funcion cuadratica: P (x)= a +a x+a,x*

a, +a,X+a,X, +...+a,X,
by +b,x+b,x, +...+b X,

Funcion racional: R (x)=

26
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Si P es una funcion real, podemos escribir funciones tales

como:

P(x)=2 Es una funcién polinomial de grado cero (0) Porque:

P (x) = 2 Puede escribirse. P(x) = 2 = 2. 1 = 2.x°, Entonces: a;
=2

n =0 grado de la funcion polinomial.

En la funcion polinomial P (x) = 1- 3x+4x? tenemos que:

a,= 1
a, =3

a, =4, n=2 (Grado de la funcion polinomial)

En P(x)=7/3- \/E X-x2+7/4 x3, tenemos que:

a,=7/31
a =-1

2
a, = 1/2, n=3 (Grado de la funcién polinomial)

Ejercicio:

A. Decir si las siguientes relaciones definen una funcion

Polinoémica y justifique la respuesta:

f(x)=x-5 f(x)=-2 f(x)=0 f(x)= x*-1

3/,3 X+1

o= vx  fa= X f(x)= 1/x 9=~
27
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X

f(x)= x3-2x2+x? f(x)= E

B. Sea f una funcioén de R en R definida por f(x) = x?-3x+4,

Calcular:

-|E|
f(2)= (2)?-3(2)+4=4-6+4=2

C. Sea f una funcién de Z en Z definida por f(x) = x> + 3x -4,

calcular:

T3

LU

28
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D. Sea f una funciéon de R en R definida asi:
1 six € Q
f(x)=
X+ 1 six € Q

f(-3/7)=1

E. Cual es la notacion de las siguientes funciones de R en R.

1.- f, Asocia a cada niimero real su opuesto
f:R—>R

x —> f(x) =-x

2. g, asocia a cada numero real su cubo.

29
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NT0) L8 To3 16 ) s DA

3. h, asocia a cada numero real su cuadrado menos 1

Y0 LD To3 6 ) 4 DO

4. k, asocia a cada numero real el nimero -5

Y0 LD o3 6 ) 4 DR

5. fes una funcion de Q en Q que asocia a

cada nimero racional con su opuesto sumando

6. g, es una funcion de Q en Q que asocia a cada numero entero

a una potencia de base 2 del mismo nimero.

F.- Sea la funcion de R en R definida por f(x) =2x-3/5,
cual es el elemento del dominio que tenga -3/4 como
TMAZENT..eeetierieieeieeieeteeieeteereereesseeseessessneenns

Cual es

G.- Si f es una funcion real definida por f(x) =

el elemento que tiene por imagen: OH.- Sea una%unci()n fde

_ 3x +2
R- {1} en R definida por f(x) =

, cual es el elemento del

dominio que tenga imagen el 2.

30
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Funcion inyectiva.- Sea f una funcion:
fA—> B
x = y="f(x),
Se dice que es una funcién inyectiva si.
Vx,x, € A, con
f(x)=1(x,) = x =x,
Ejemplos
1)f:R—> R
x— f(x) =x3

SOL: f (x,) = f(x,)

X, =%, = funcidn Inyectiva
2)f:R—> R
x—> f(x) = x?
SOL: f (x,) = f(x,)

X2 = X,? (-2)*=(2)?

x, #X, = Funcion NO Inyectiva. -2 #£2

31
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Nota: Graficamente podemos ver si una funcion es inyectiva
0 no, trazando paralelas al eje x. Si alguna de estas corta a la
grafica en dos o mas puntos, la funcidon no sera inyectiva, en

caso contrario sera inyectiva.

Funcion sobreyectiva.- Se dice que una funcion es sobreyectiva

0 suryectiva ssi.

VyEB,IxEA, tq

f(x)=y
Ejemplos:
1)f:R— R
x—> f(x) = sen(x); (funcidn NO Sobreyectiva)
2)f:R—> R*

x—> f(x) =x* (funcién Sobreyectiva)

Nota: Graficamente podemos ver si una aplicacion es
Sobreyectiva o no. Sea y un elemento del conjunto de llegada,
si la recta paralela al eje x que pasa por y corta al menos en
un punto de la funcién, entonces f sera Sobreyectiva, caso

contrario no lo sera.

Funcion biyectiva.- Cuando una funciéon es Inyectiva y

Sobreyectiva a la vez, se dira biyectiva.

32
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Ejemplo:
1) :R—>R

x—> f(x) = 2x-5

Observacion:

Si :A—> B

Es una funcion Biyectiva entonces: Cardinalidad
(A)=Cardinalidad (B)

Ejercicio. -

1. Determinar si las siguientes relaciones son funciones y en
caso afirmativo verificar si son inyectivas, sobreyectivas o
biyectivas.

a) f:R ™ R; f(x)=(x-1)/(x-2)

b) f:R = R;f(x)=|X :x yf(0)=0,
¢) fR ™ R;f(x)= |Xx

d) f:R ™ R;f(x)=x|x|

e) f:R* ™ R;f(x)= 1-2/x2

33
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2. Comprobar que las siguientes funciones son biyectivas.
a) f: R = R, definida por
-X, para, x<0

f(x)=
—\/;, para, x>0
b)f: R— ]— 1,1[, definida por

X
f(X)— W

Composicion de funciones. - Seaf: A — B, una funcion de A
en B,y g:C—>D, otra funcion de C en D, tal que

f(A)c C

Entonces podemos formar h=g f (f compuesto con g).

h: A — D, tal que h(x)=(g_f)(x)=g(f(x))

- ._\_‘h__..- ||- "'\‘;i.ll__.-- “"-\,, g % .
Al ey B/ 4 C " I
i ™ __.||'|" | T S . o

| m = fh__ - -'l""-L‘I
o T
!I ok |-i e ---_:t':.:\-_ l__."
| o S— | T,
\ | IS,
- e \
b
SN A
- i —
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Ejemplo:
f:R >R
x—> f(x) = 2x-5
g:R—>R
X—> g(x)=sen(x)
h:R = R
x—> h(x)=(f g)(x)=f(g(x))=f(sen(x))=2sen(x)-5
Ejercicio .-
1) Sea f(x)=x* + 2x + 1; g(x)=-x+2; calcular g f y f g.

2) Calcular g fy f g donde

f(x)= X+\/; 5 Si...x=>0;

g(x)=x+ /X ; si....x>0;
3) Expresar f como composiciéon de dos o mas funciones

f(x)=(ax?+bx+c)?

X +1
X2

f =
(X) +1
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4) Determinar g fy f g si:

%2 +1
4

‘x2+1, si.|X| <1
f(x)= g(x)=

, Si. |X| <1

-

21 , Si. |X| >1

,si.|X|>1 |1—X
Funcion inversa. - Sea f: A — B una funcion. Si existe otra
funcion
g:A — B, tq

(f,8)(x)=(g f)(x)=x,
Diremos que g es la inversa de f, y la indicaremos con

g=f
1.3. Teorema:

Una funcién admite inversa si es biyectiva.
Nota: Cuando una funcion no es biyectiva, se puede restringir
el conjunto de salida y el de llegada para lograr que se cumpla

el teorema y hallar su inversa, como por ejemplo el caso de las

funciones trigonométricas.
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Ejemplo.

Sea f: R — R, con f(x)= (2x-5)/7;
Su inversa serd g: R — R, con g(y)=(7y+5)/2

(F g)x)=F[g(x)]=F[(7Tx +5/2)]= 2[(7Tx +5)/2]-5 /7=x

Ejercicio. -
Hallar la inversa de tres funciones de los ejemplos anteriores.

Funciones exponenciales.- Para poder llegar a la definicién
de funciones exponenciales primeramente partimos de la
definicidon de la potencia de un nimero positivo cuando el
exponente es un numero racional, por ejemplo 2* esta definido
para cualquier valor racional de x.

Ejemplo.

' aledelainPall Bl

2 =1 2wl
No, es tan simple definir 2* cuando x es un nimero irracional
por ejemplo que significa ¢, 239, La definicién de la potencia
irracional de un niumero positivo requiere un punto de vista mas
avanzado sin embargo puede darse una indicacidén intuitiva de
que las potencias irracionales de numeros positivos pueden

existir mostrando como puede interpretarse el significado de
2%

Teorema:si r y x son nimeros racionales entonces:
i)Sib>1: r < simplica que b'< b?

ii)Si0O<b<1: r<simplicaqueb'™>b*
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Luego de /3 se puede tener un valor aproximado. Grafico de la funcién f(x) = 2*
V3 =1.7321 } .
f '
& / .
2" <2V <22 3 » ]
] ___.-'f' |
i
Definicién de funcién exponencial y formalizacién. - SI b > 0 r—u !
y b #1, entonces la funcion exponencial con base b es la 4 : 9 C 4

funcion f definida por f(x) =b*.

La funcién es creciente ya que la base (2) es mayor que 1.

El dominio de f es el conjunto de los nimeros reales y su Veamos una funcion con la base menor que 1.

codominio es el conjunto de los nlimeros positivos.

1 X
Obsérvese que si b =1, se convierte en f(x) = 1%, pero si x es G(X) = (E
un niimero real cualquiera, entonces 1* =1, y por tanto se tiene
una funcion constante. Por esta razon se impone la condicion de = " i = - -
X -1 -4 - i I b

que b # 1 en la definicion anterior.

|l;{l i |4 1|l ok X

Ejemplos.

La funcion es decreciente.
Si tenemos la funcién exponencial con base 2, es la funcion F

tal que F(x) =2".

“ ..
Construimos la siguiente tabla: A :
R 4
X |3 [ 31 ]JO[1[=2]3 bt
R ALKV |4)E e
I a il 7 Il
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Ejercicio

1. Graficar las siguientes funciones exponenciales.

a) y =2"
b) y=37"
oy =x?
d)y =x7?
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CAPITULO II

LIMITES



2.1. Presentacion

Nadie en su sano juicio puede sugerir que no se debe comenzar
un curso de calculo diferencial con la teoria de limites, en otras
palabras, cualquier estudiante esta preparado para aceptar como
intuitivamente obvia la nocion de limite y sus propiedades
basicas.

En el desarrollo de este capitulo, comenzamos con una idea
intuitiva de limite de una funcidén para luego pasar a una
formalizacion de la teoria de los limites sin tratar de entrar en la
rigurosidad de la matematica.

Para esto, debemos hacer un formulario con las propiedades
de los limites que usaremos en el desarrollo de este modulo,
solo para estar seguros de lo que suponemos respecto de ellos
y también para dar al estudiante, técnicas o artificios sobre el
calculo de limites de funciones algebraicas y transcendentes.

Como una aplicacion del concepto limite, se tiene la continuidad
de funciones, que se refiere aquellas que no presentan vacios en
sus graficas. Estas ideas son las que nos proponemos desarrollar
en este capitulo.

Objetivos.

- Internalizar en el estudiante el concepto de limite.

- Aplicar correctamente las propiedades y artificios, en la

resolucion de ejercicios.

- Desarrollar la capacidad intelectual del estudiante para que

pueda comprender la aplicacion de los limites de una funcion.
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- Explicar la continuidad de una funcion en un punto.

- Determinar si una funciéon es continua o no, aplicando la

definicion de continuidad.

2.2. Orientacién metodolégica

El estudio de este Capitulo lo debe efectuar por etapas, asi
se recomienda iniciar el estudio de limites con: limite de una
variable (idea intuitiva de limite), limite de una funcidn, limites
a derecha y a izquierda, propiedades los limites, y luego que se
haya logrado una buena comprension de esta parte, pasar a la
siguiente, en la que se trata de la aplicacion de artificios en la

resolucion de limites algebraicos y trascendentes.

Por ultimo estudie la continuidad como una aplicacion de los

limites.

Se le recomienda hacer un formulario con las propiedades y los
artificios utilizados, para que luego pueda ser utilizado en la

resolucion de los ejercicios propuestos.

2.3. Contenido de limites
2.3.1. Limite de una variable

La nocién de una variable que se aproxima a un limite se
encuentra por ejemplo en la geometria elemental cuando
consideramos el area de un circulo Ac y el area de un poligono
inscrito Ap con un primero n cualquiera de los lados, y se
supone que n crece infinitamente. Esta area variable Ap area del

poligono tiende hacia el limite que es el area del circulo Ac.
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En este caso la variable area de un poligono Ap aumenta
indefinidamente y la diferencia area del poligono menos area
del circulo !_.'LJ;.- _;'n,;| va disminuyendo, hasta que finalmente
llega a ser menor que cualquier nimero positivo escogido de
ante mano sin importar lo pequefio que este haya escogido. De
la misma manera si consideramos un poligono circunscrito de

n lados.

El concepto de limite de una variable se precisa mediante la

siguiente definicion.

“Se dice que una variable x tiende a una constante a, como

limite, cuando los valores sucesrvos de x son tales que el valor

, . . . ‘X a
numérico de la diferencia puede llegar a ser, finalmente,
menor que cualquier niimero positivo predeterminado, tan

pequeilo como se quiera”

La relacion asi definida se escribe IMX =2 por conveniencia,
nos serviremos de la notacion X —> @ que se leerd: “x tiende

hacia el limite a” 6, mas brevemente “x tiende a a”.

2.3.2.Limite de una funcion

Se tiene una variable x y una funcion dada f{x); y se supone que
la variable x recibe valores tales que X — @ . Tenemos entonces
que examinar los valores de la variable dependiente f(x) e
investigar, particularmente, si f(x) tiende también a un limite. Si
efectivamente existe una constante “A” tal que limfix|= 4,

entonces se expresa esta relacion escribiendo: him %= A
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y se leera “el limite de f{x) cuando x tiende a “a” es “A”.

“La nocion fundamental del concepto del limite de una funcién

6‘ 2

es la de que siempre que x se aproxime a , ya sea por la
derecha como por la izquierda, sin llegar nunca a alcanzar este

valor, f(x) se aproxima a “A”.

2.3.3. Limites a derecha y a izquierda

Si consideramos que a es fijo y x es mévil, entonces x puede
acercarse a a, por la izquierda o por la derecha, lo cual se indica

- +
escribiendo X @ y X =@ respectivamente.

Por lo tanto:
limf(x)=A,
x—a" Se denomina limite a la

derecha

Hmf(x)= A,

x—a” Se denomina limite a la

izquierda

Es evidente que la existencia de /im f{x), implica la del limite
por la izquierda y la del limite por la derecha no implica
necesariamente la existencia del limite por la izquierda y
viceversa.

_bm f(x)=A fim £ (x) = lim £ (x) =4

SSS

I—a —_—

Nota: Si los limites laterales son diferentes, entonces “no existe”
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limite. Esto es valido si el limite es £

2.3.4. Aproximacion al limite

El limite de una funcién estd intimamente unido a su
representacion grafica, y a la interpretacion de la misma, debido
a que lo que nos indica es el comportamiento o tendencia de
la grafica. Por esta razon, el concepto de limite es basico en el
andlisis matematico. A continuacion procedemos a calcular el
limite de una funcién en el punto mediante el uso de las tablas

de valores. Asi por ejemplo.

1. Dada la funcidn Fixy=x1-1' Calcular su limite A cuando

S

-
R —%

Para esto consideremos valores cercanos a 2, tanto a la izquierda

como por la derecha, de acuerdo a la siguiente tabla.

'.I.I_ '.'}=
s 1F 197 |15 | 1899 |2 |Z0Wd]2a8 200 it |
B }:.ﬂ{ TH | ]-ﬂ- ‘m}m. ELTD ’}".-:' l
Vigg Tia

Podemos ver que a medida que tomamos valores de x mas
proximos a 2, tanto por la izquierda como por la derecha, los
valores de f(x) se aproximan a 3.

lim(x* -1)=3

Entonces: x—2

Si representamos en un sistema cartesiano tenemos:
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Del grafico podemos concluir, que mientras mas nos

o

acercamos al valor que tiende a x, el incremento ‘ a izquierda

a derecha se va haciendo mas pequefio:
1.99<2<2.01 520,01

1.999<2<2.001 © =0.001

lo mismo sucede en el eje de los limites, en el cual Tlientras

, e, e
mas nos acercamos al valor del limite, el incremento ' 'se va

haciendo mas pequefio:
2.96<3<3.04 €=0.04
2.996<3<3.004 €=0.004

como conclusion podemos sacar que la variable x, tiende al
limite 2 cuando los valores sucesivos en x son tales que el valor

. . . ‘X - 2\
numérico de la diferencia puede ser finalmente, menor,
que cualquier nimero positivo predeterminado, tan pequefio
como se quiera.
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2x* —Tx -4
fx)=———-
1. Sea la funcion x—4 Calcular el limite A,

cuando X >4

Consideremos valores cercanos a 4, de acuerdo a la siguiente
tabla.

df

A )
C PR T

TRE |
103

Pero esto no significa que no existe el limite de f(x) cuando
X >4 por lo tanto mas adelante vamos a estudiar cémo
resolver los limites en los cuales se producen indeterminaciones
0

.—:i_.l:l o — 01"
0 o

tales como

=1

En lo que sigue, establecemos las propiedades de los limites
y se da una técnica que nos permite calcular muchos limites
de funciones algebraicas sin tener que recurrir ni a tablas de

valores ni a graficas.

El uso de las tablas de valores y graficas para calcular el limite

de una funcion esta bien para introducir el concepto y aclarar
su significado, sin embargo, se puede tener problemas tales
como:
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- La grafica de la funcion puede resultar dificil de trazar.
- El uso de la calculadora resulta un tanto complicado

- No siempre el valor que se puede inferir de la tabla es

correcto.

Como sucede muy a menudo en Matematica, se puede tomar
atajos que nos permiten efectuar el calculo de limite rapidamente.
Esto se logra con el uso adecuado de algunas propiedades de los

limites.
2.4. Propiedades de los limites

1. El limite de una constante k cuando ¥ = @es igual a la

constante:

im e =

2. El limite de la funcién identidad cuando * — @ es a:
lim k=a

3. El limite del producto de una constante por una funcién, es

igual a la constante por el limite de la funcién cuando * = @

fm [ f (4)] = ¢ fim £x)

4. El limite de la suma resta de dos o mas funciones cuando
X =04 es igual a la suma o resta de los limites de dichas

funciones cuando X > @
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lilu[flf:-;}: g[:f.}J = hm f{x)+ limg(x

hf ] E—5a

5. El limite del producto de dos funciones cuando * = @es

igual al producto de los limites de las funciones cuando X = ¢

l.un[ff_x_‘.l.gq; :-;j] = lim F{2). lim g x)

6. El limite del cociente de dos funciones cuando ¥ = ¢ es

igual al cociente de los limites de las funciones cuando X — ¢

fix) Lmfix)

limn -
s—s mil %Y E!LL:H{_:\'.':I

7. El limite de una potencia de una funcion cuando * = @ es

igual a la potencia del limite de la funcién cuando * = &

]il:i."lr.r:::'l"l..'-*:'h;ll' e 7- =il
i b e it
s} =t NP
0 ka4 peX i) g P fajz

lim[In f(x )] = In Ei_;_n £(x)]

g, i
1i £l Eind 1i '3 I|E|..|-:a-
5, HECOT = flimeo)f

i (xN =l X
it !l_t_1.1|t{'-.‘,i |‘Illt.1f{"-..1

2.5. Aplicaciones de las propiedades
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litn[:-: +15)= I:m‘{ +lim15

1. =+3 L=}
3+15=18
, lim(x —15)=limx - lim135
mi=]15==]2
lim{4x )=4limx
3,_ A=t} ]
4.5=20
w4 liuyu‘i |1_I£11 lun'ﬁ
lim = =& k2
=ix=5 limx-35 lmx-lms
_'|‘ =t} =43 T=4
345 8§
- = :;I
i=-5 2
luu'i’—L' i =2 =8
g 1 =)

52

gl =l =4 =2

6.
lim(x? +2x —3) = lim x> + lim 2x — lim 3
xX—>2 X—>2 X—>2 xX—>2

1mx]2+211mx—11m3
X—>2
—22422-3

7 —44+4-3=5

(R lﬂ]_iﬂ - lmaed- n JLmﬂ_Tn -l
J.lE — Pt £
4] lnI#fI- i m hml h-: n?fl

5

. hm :Ebﬂxjf:’

Nota: Si observamos los ejercicios resueltos nos podemos dar
cuenta que basta evaluar la funcion en el valor al que tiende x.
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Pero la evaluacion directa no siempre funciona, asi por
ejemplo:

y esto es una operacion no definida por lo que
a continuaciéon exponemos la siguiente recomendacion para
calcular limites.

2.6. Calculo de limites

En el calculo de limites vamos a tener: limites determinados e
indeterminados

Limite determinado o definido es aquel que se obtiene al evaluar
la funcion en el valor hacia el que x tiende el valor del limite. En
caso contrario se dice que es indeterminado.

Existen varias formas indeterminadas, entre las que tenemos:

0

c 0 o
— =300 —00;0.00;0%;0%;1
00
Cuando al intentar un limite se obtiene una forma indeterminada
debemos utilizar un artificio que nos permita “salvar o levantar”

la indeterminacion.

2.7. Calculo de limites algebraicos

1) Cuando la variable x solo se encuentra en numeradores.
- Evaluar la funcién en el valor al que tiende x con lo que
obtendrd A. Esto es:  |; f(x)=A

x—a
Nota: No se debe sacar como conclusion que limf(x) =f(a)
de la teoria sabemos que la variable “x” nuncaxlTeaga a ser igual

(1P 4]

a a
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Ejercicios resueltos

2. fm(2x+3)=2(2)+3=7{

11

3 I (x’ -4 4] =(2) -4(2)+1=-3

I

fm (h* - 4h+1) = h* - 4h+1

4 13

11'514(4:{-‘+2x3-5x+?}:255+32-24+?:2?1

Hm;dzi —x}=25-16 =9 =3
b

M

fim = [M:r‘—3.1--4|=5ﬂfs—ﬁ-4=54,/5
=1

2) Cuando la variable se encuentra en numeradores vy

“, n

denominadores.- reemplazar “a” por “x”. Puede ocurrir que
este valor evaluado sera definido o no definido.

S
lim L

En x—a g(x) al reemplazar “a” por “x” puede ocurrir que:

55




Matematica Il Aplicada a la administracién y finanzas

. f f
21) fa)#0 g(a)iO:lmﬁ:& valor
definido ig(x)  ga)
Ejercicios resueltos
x—2 3-2 1
m ==
1. x>3x+4+2 3+2 5
3x+4 3(H+4 7
im = =—
5 —ix?4l (D)7 +1 2
hg 3X-2 _ 3m-2 -5 1
3 > 14x? —5x+1 4(1)° =51)+1 4+5+1 2
. f 0
22)  fa)=0 gla)=0=1m -0 _
definido oag(x)  ga)
Ejercicios:
);2—4_(2)2—4_4—4_9_0
1 =2x%+4  (2)*+4 4+4 8
nl. :::-!A_ gy _nf__' r_:.___-_l
x" -3 -5 -
2.
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f(x) _0

23) fla)=0"g(a)=0=1lim——~==—  operacién no
lefinida o ind inad

x—a g(X) 0

- Para levantar la indeterminacion, simplificar el factor (x-a).

Este es factor de f(x) /N g(x).

- Si f(x) y/o g(x) son funciones con radicales de dos o mas
términos, para simplificar el factor (x-a) que produce la

indeterminacion, primero racionalizar los radicales.

Ejercicios:
li x*-2 0 ' o
o <_3 _ obara levantar la indeterminacion,
L. tenemos que simplificar el factor (x-3)
O ) e R T T
oz x—3
- a— - ]
St —x—12 0
2.
I oaws ; =T 788 = :l
s=d fy— 4w+ 3} c—d -+ 3 T
. A +8x—6 O
TFE _—
-] + :-_- — |:|
{x+&Hx—1) v+& 7
3. ; =1 1 e
~L{x+3IHx—D —Lx+ 4
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2 SO x3 x? x! x°
Fim ———=— 0 -19 30 2
=1 " =9 0
2 4 -30
1 2 -15 0
I oy S P4dred 92040 21 @ ;
4, '.':"7-_'“ .-:T g:l_'l'-":-l .”z == H___T Iim {'-"._‘]}{'1‘-.1-—"]:"._15}__'
=1 [x+3x-3) =1 x+d b 6 2 ! tx=2)
3 F+8 0
M — =
~23"=4 0
lin x4—x3+6x—6_0
5. ] [t =2eed) . P -xed dedd 1 ; g x' -1 0
. im ={m = =
= (1+1{x=-1) - =3 =¥l - o L =Dtb=D __ (e-Dir'+8) T
i Al D b =Dt exely  =Ux=Di rael) 3
i — = —
ragteg® 0
Py 2 =1l +16x+105 _ 0O
6 fi sf=a' 0 9. - TR0 !
i —— —
a5 =n"
3 2 1 0
A X xT X X
Tig XA RS =07} 58 2 11 -16 105 |5
e (5° =a™) 10 -5 -105
: 2 -1 21 0
' P =19x+30 0
) —=T==
75 =2 0
BT B ke Bt VR TV VIS
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T + - +h—x)\x+h+ h(2x+h

g 2ETU HI6 4105 S0-5-21 2 g o rh=x)ashex) o b ):lin(2x+h):2x

gink (=8N =T) e T 1 h—>—0 h h—>—0 h h—>-0

10 i Josd 5" —Tx 46 TE

C N 12, ox\2+x 2) 0l210 2) 02 2) 0 0
o -7 6 |-3
3 9 -6
3 2 0

o e ) el

1 -:10 -4 24 |-3
-1 1

. . lin ———=1lin =
3 6 12 24 50224 x) 04+ 2x 4

m(l_ 2 j:(l)_(Z) ? O—0 - x |levar alaforma g
) (x+3)(x2 —3x+6) 13.
[ in =

x—>=3 (x+3)(x3 —2x? —4x+3)

b Ledvel 94942 W _ 4
=i -Ir—dgtl ~21-1851278 -5 0
lm( L2 ): S rx=2 0
x—1 l—x (l—l—x)(l—x) x—1 (1+x)(1_x)0
o (x+n)=x* 0
Lin = = PP o =) -1 -1
11. x—>1 (] + x)(] ) X*ﬂ (1 + )C)(l — x) )?1)1 1+ x 2
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ax* +ax"" +..+a, a
+..+b, b

n—1

m 4
13, 0 byx” +bx

N Jx—la 1
Ha(( Jalx+da)” eda 2a

también

(e —da)fx+la)

B ol da)

1 1

lin =
Bolxila 2a

I in 4-x" 3+ x'+5
234 x? 45 3+4/x?+5
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wa(x—a)fx+la)

e x)(mm) e xx3+w/x +5)_

x—2 9_— x -5 x—2 4 — x

lin (3+x/x +5): 3+J4+5=3+3=6

x—2

NI+ -1 0

lin
6. “OVI+ +1 0

[ in

(rx -1 1ex+1),

=0 J+x +1
Y1+ x) +3/1+x)+1
(3«/l+x — 1R/ +x) +§/i1+xi+l)

Jo AFx-1 YA+x) +1+x+1
m °
=041+ x +1 I+x-1

«/1+x +31+x+1 3

1+ x+1 2

lin N4+ x+xt -2 B
17. ' V4+x-x -2

oo

63




Matematica Il Aplicada a la administracién y finanzas Matematica Il Aplicada a la administracién y finanzas

. (ﬁ 2) Vd+x+x> +2 po x4
f’io Txdhx o) 2 ¢ : ; a0, x—
Vatxaat 42 S
E
1 . NA+x+xt +2
A4+ x+x> -2 AJd+x+x +2

X=X o -X*(x-1) . -Xx?
lin ——— m —  _—=ilm —
. 4+x+x* -4 Ja+x+x? 42 (X -1)eE  o0(X-1)eE 0 E
m

x%O(m_i_z). 4+x—x>—4 l
iy o) ‘

=0 x(l—x)(w/4+x+x2 +2) 19.Para la funcién f (x) =x>—-3x  hallar
lin M_g
L (1+x)(m+2) m ; =0
P-4 xex’ +2)

(1+0)/4+0-0+2) 4

=—=1
(1-0\/4+0-0+2) 4 po Gerhf =3(x+h)=(x* =3x)
h—0 h
X +2k +hP-2x-3h—x"+3x
l}ﬂo h
2
- 0 -
zm& Jx _0 I in M=lm(2x+h—3)
18 x—1 _x_l O h—0 h h—0
Lo 8/%2 —8/y3 93
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20.Para la funcién f (x) = ~/3x+1, hallar

1 T2 =10)

_0
0

. Sl h)+1=B3x+1 Blx+h)+1+-3x+1
h—0 h \/3(x+h)+1 +-/3x+1

[3(x+/4)+1]-(Bx+1)
m
=0 h([3(x +h)+1++/3x+1)

o 3x+3h+1-3x-1 3
=0 h(3(x+h)+1+-/3x+1)  2+/3x+1

21. Dada la funcion flx)= 3/5x+1 hallar

oS- 1)
h

h—0

oo

. V5(1c+h)+l—%x+l.3«/[5(x+h)+l]2 +350414+3/(5x+1) .

h->0 h A
_ S(x+h)+1-5x-1_ . Sx+5h+1-5x-1 5
l'in =lin =
h—0 h-A h—0 h-A 3 (5x+l)2
Sl h)- 1) 0
h—0 h 0

a. lmm
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L Al n)+1=2ax+1 [4falc+n)+17 + 1440+ h)+ 17> Qlhx+1+ {440+ h)+ 1T Yax+1)* + Glax+1)
m =
70 h

B

B

b l-(et]) L dxrdhel-di-1 4 1
lm :l = = 3
-0 h-B 0 h-A 4(4 4x+1)! (4x+l)A
22. Dada la funcién fix)= 5x/ﬂhallar
L fleh)- () o
h—0 0

" sPlcth) -2 (2l + 620w+ 1) 2+ 62+ Q2"+ 6 2 Ry A2+ 02

=(
-0 h C
C 2x+h)-2x . 2x42h-2x 2 1
lin =lin = = i
h—0 h-C h—0 h-C 5(5/2)(7)4 5(2)(7)4

23. Dada la funcién flx)= 3«/; —\/; hallar

o Sseh)= ()

h—0 h
Si f(x) = f,(x) + f,(x) entonces

_0
0

L xeh = Qleeh) ¥ e b+ ()
0 h

D
D

h—

. x+h—x 1
lin =—
ho h D 3x4
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i Nx+h—A/x Jx+h+/x
b. ©i%0 h Jx+h+-/x

x+h—x 1

1
lin =/lin =
>0 (Jx+h+-/x) o x+h+/x  2-/x

1 _ 1
3x% Zx%

2.4)

El simbolo oo se  utiliza para indicar que el
. f(a)iOAg(a)=0:>limM=M=ioo3

lim% "N EXISTE"3 x-a g(X) ()

Y g(x

La funcidn se vuelve una indeterminacion.

. ,n

se quiera al escoger un “x” muy cercano a “a” para saber si es

lim £ v lim e
+oovee caleular D3 o () ¥ <5t g(x) tomando en cuenta

el factor (x — a) que esta produciendo la indeterminacién.

Propiedades:
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1
. km - =+% 3N e Fpar
= =)

1 1
. Em = =+ A Em - — Sin e o
=" [y ) 1~+3" {1 m ) e s

Ademag; S5i ksH
Si ko= 0= bte) s oo
Sik<0=ktzl=sTx
[E2mm e
Sike¥H= k
P
T &
(L3 R - .‘iil'lr:":'
e msn8inagl
(=x)" ==x% nel” par }
x 8 me 2% impa

- = =% N e LTI

Nota: Si la funcién se vuelve una indeterminacién cuando

X — a en qué punto tenemos la asintota vertical.

Ejercicios:
11 g -
1. lim— = — operacién no definida
x>0 x 0

Para saber qué es lo que sucede con esta funcion
a izquierda y derecha del cero calculamos

.1 .1
Iim— =9 Alim— =4
x>0 x x—>0" x
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es decir que cuando: x>0 =2f(x) Do A s L0001
o I s e =% Indcaminids
st =8 O O00E
u]
. 1 1 = 'l;r.il -:h= -I\-|] - ;=él"“]"’-¢
2. lim———— — operacion no definida g e R e
=1 (x 1) 0 F—
Analicemos que esta sucediendo con f(x) cuando x — 1 por la L b —a=
izquierda y por la derecha
e ) B s ) W
Lot Emd ¥ =
o m )
iy =1 0
.E'-":”'E-T!I_] = J=x] ==
I | 10 ﬂ.ﬂ:';_'"=£
B ——r 5 2 AN — m = -t x ] 1]
= (x=1F ={x=I)y . i
i . B [ -9 e ——— =T =T
1 - Fi- ra=g Lo 2V i b o |
-l fx =3} 0
I:'I j.} 11, bm il I--—L-l-
) - Py Y
Bl ——— 5 +T AR ——— m #T o - 1 -]
='-"I|.:||"3|- '-11[-‘-'-33- Ela.'_".'h-ﬂ S li—rl"'\.-i' ] ik
|
i b ——=-x
r--l‘{lf_.“} 3 J 3
L | e o Ay | o =
el L i
h_'!1—.= E'n__lv-F-tlll::lr?:
5 3 e (ae 1)
=" (x= 1)

iy gy ErE=2 D
i=l" [x=])" 0

. (NI . x+3 3
- b, A = fm ==
B 1-:‘@“& indstermmsdo =" [x—=1" =" xw—1 0
3 lim (x + 2). m, . = 300w o
Bt~y = B 3 BB e =6 T 3 i i o |
[T e S T Ol
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£ T
15, G 1= '=1F="5=‘E
-3 0 5 0

J[n.!_". .f =v|im_r'['r! J:II!.EH I__h=.‘[f| qu: =0

Xx=3 =l y=3

—

L r+ 11 B = J53m3
[ i S i = e

2.8. Actividades de aprendizaje

- Para un correcto aprendizaje de esta unidad se debe realizar

una lectura cuidadosa de la totalidad de su contenido.

- Al final de cada seccion, se plantea un grupo de ejercicios
para que usted resuelva inmediatamente después del estudio
del tema correspondiente, por lo que es muy importante
haber comprendido el desarrollo de los mismos en la parte de

ejercicios resueltos.
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- Para su auto evaluacion se sugiere que se ejercite volviendo
a resolver los ejercicios desarrollados en clase aplicando los
artificios anotados, pase a resolver los ejercicios propuestos y

para su seguridad se incluyen las respuestas a los mismos.

- Para la evaluacion escrita usted puede utilizar, el formulario

antes mencionado.

- Para poder avanzar en el estudio del siguiente tema (Derivada),
usted debe estar seguro de que tiene un conocimiento sélido de

este tema.

2.9. Actividad de auto evaluacion

- La resolucion de los ejercicios propuestos se la debe hacer
paso a paso, sin mirar el texto, pudiendo utilizar el formulario,
una vez finalizado el ejercicio compare el resultado obtenido

con el del texto, si no coincide repita el ejercicio.

- En la resolucion de los ejercicios propuestos tome en cuenta lo

anotado anteriormente.

- Resolver los siguientes ejercicios propuestos.

x =27 27
L. Em —
fedd 1 = f
i b ”‘..—II-_T- = 11
3 Em l'.".'*.-E.' .
3 i
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23 — 115" —16x+ 105

g - =

¥t 2y =) Tx + 35

A Tt 4

& o oTE -

=i oy ey =0yt =gy 24 5
1. 1'.1-...-—...._‘1""1”_-_": 1

""-'Jl-l—:l:—:l:‘—:

fix +h)-fx) 0

8, fix)=4T% +1 balla i — e

1

0l =
fax 1)
2.10. Limites al infinito - limites especiales. -

Hasta aqui hemos estudiado que es lo que pasa con f(x)
cuando x se aproxima a un valor determinado “a”. Ahora nos
preguntamos qué pasa con f(x) cuando x crece ilimitadamente

(sin cota) o cuando crece sin cota es decir x —s +u-
Propiedades
. Emks=k
1=

w
*

:!:‘:.1'17- nd i pm

18
ir
e
i
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2.11. Calculo de limites al infinito en funciones
algebraicas

Para resolver limites al infinito de funciones algebraicas, escoja
el término que tiene mayor grado, saque como factor comun la

variable con ese grado, y aplique las propiedades.

El limite calculado puede ser finito o infinito.

A
- Cuando la variable , no evaluar directamente, aplique
la recomendacién y luego las propiedades.

Ejercicios resueltos

VN w e infaite o Ddetecminnds

: 2 o .
1. Bm®x 45X =1)m Jim| 7 34

_—
Mo eunte linese
v I
1. Bmfl+x-%2)=lm .'.“1 — i — =
Ry
B " | ™ - . L i i |
Y, Imiix =5x=Ti=[m| x |_-r---m_ -
L I.I.l-: |‘ 1‘:
N - g A ]
d Emid-dx-3xhz b ox T B
(T }—-u x % 11
i Y & ! - ] |
3 o 53 -5%+1s [lm X 3-24 ek
Lo L— ~‘. 1'
. £ - = |
el 5 x
& lm lm - Im — =0 finfe o deen
(R L R, 1 b sy
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:I»'."'E--r: - ]
| — —
ox” o 2x okl 2] ® s 4]
T | p— I-hIIL : 3 ’: H;H:
n—p + y—m
E 1 % x'[_; ? "] E
X x*
i *
3 -2 1
B lim g s =lm— fi 3
x| 98—
s =
2y : -
% Hm S = i = : =
=" *1 x..l-r—_]
1 L o
nllr 4 = & _ql
L ol ¥ ] . L)
1 4 =y X ll_i.“ =ﬁ_ < .
l|r1 - ? Eoam
B3 R < !_:1_.__1__'
i x x°
it I-—I-L:l
i L) "R . O
=T o o 3 g
| =
X
L L
i | Bl |
12, Bt i f:n L o
— Ry oL = 5 |_I T
o - ald
O ) X,
IO LT 0y A i Nkl N |
b=y g Ty lﬂll_Fﬂ_hll = d 'h' ! - o ==
NN B b
T = b L :"1'." a et BT
P L] ".!" Ll - 2 g
= LEREE S | =4 :."l-l I} k]
el
3 X x R 1
15-.|.|.I.|J’I;~—|r:_ e = 11N = lm— =1
| s rl
X =l ® o AR
il 1+ I]
x
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[op———

~ | % ' [
16 ] m——_ hﬁq = bk - -
R sl A TR -‘I_']_ ';"ll".= -.H'-'g i _II|;_|;. Jx)
E o

——
-,Ii'|.l|l.£_‘ ill_ :

&l

501

1= b

i X

”'-i'.l.[':. Mi-x |l|f|3| ..;"' I'I |!|n r

!1 -'n'.'.:.'i I--ﬂl 1:'[' —_ta :'-I-:\

x’ lI_1~|¢u f ey --',-i_l x'f
|.lﬂ l = = m L | I1|' 1
i s if-ef -l a0 !

lmhuh

2.12. Continuidad

Intuitivamente denominamos como funcion continta a la cueva

que puede ser dibujada “sin levantar el lapiz del papel”

Asi por ejemplo es una funcion contintia
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En esta grafica se puede observar

porel punto x =a

-_—I-l'n:l - e
7 1 lim f(x)
L i <o
..-4-"'-
I &
~ 2 f(a)

3 lim f(x) = f(a)

Mientras que las graficas que se indican a continuacion
presentan tipos de discontinuacién

Enel puntox=a
1 lim f(x)
X —a
2 f(a)
3 Hay una ruptura leve, solo se interrumpe en un punto
2 f(a)
3 lim f(x) = f(a)

X —a

Enx=a

1 lim f(x) lim (x) lim (x)
X —a X —a- X —at

2 f(a)

3 Tenemos un salto que en un lugar a otro
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CAPITULO III

LA DERIVADA



3.1. Presentacion

En esta parte del modulo, aprenderemos como derivar, en
términos geométricos esto equivale a encontrar la pendiente de
una curva o su razéon de cambio.

Analizamos sistematicamente las técnicas para hacer esto
y la manera como se aplican a las funciones: algebraicas y
trascendentes.

El desarrollo de esta unidad lo hacemos en dos secciones:
la secciéon uno en la que se estudia el calculo de derivadas
aplicando la definicion, y la seccion dos destinada al estudio
de la derivada con la aplicacion de formulas, las mismas que se
dan directamente sin entrar a su demostracion formal.

3.2. Objetivos

- Calcular derivadas de funciones algebraicas aplicando

la definicion.

- Calcular derivadas aplicando las formulas.

3.3. Orientacién metodolégica

El estudio de este capitulo lo debe realizar por secciones.
Una primera seccion destinada a calcular la derivada por la
definicion, esto en funciones. Luego que se haya logrado una
buena compresion del tema, pasar a la segunda seccion, la
misma que para su estudio se debe dividir en subsecciones, a
saber: calculo de la derivada aplicando formulas en funciones
algebraicas, calculo de derivadas sucesivas. Calculo de derivada
en funciones trascendentes aplicando las formulas, derivada de
funciones implicitas, derivada de funciones inversas, derivada

de funcion de funcion, derivada de funciones paramétricas.
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Para que luego que se haya logrado una buena compresion de

estos temas, tratar la interpretacion geométrica de la derivada.

Por cada tema estudiado se recomienda hacer un formulario,
para que lo puedan utilizar en la resolucion de los ejercicios

propuestos.

3.4. Contenido de la derivada

El Calculo Diferencial nos ayuda a investigar como varia el
valor de una funcién, al variar la variable independiente, y por

lo tanto vamos a establecer una medida de esta variacion.

3.5. Incremento

No es sino un aumento o disminucion tanto en X como en Yy,
y se lo representa por Axy AV, El valor del incremento de
una variable que pasa de un valor numérico a otro se obtiene

restando el valor inicial del valor final.

Esto es:
dx =g =5
Ay =¥t -1
Donde Ax es el incremento de la variable independiente en una

funcion, y ¥ es el incremento de la funcion.

Es evidente por lo tanto que este incremento puede ser positivo

0 negativo segun la variable aumente o disminuya de valor.

Sien y = f(x) la variable independiente x toma un incremento

AX , entonces Ay indicara el incremento correspondiente de
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la funcion f(x) (p sea de la variable dependiente y).

Esto es si:
y=rx)
veaAV =it 4+ M)
= Ay =f(x+An)=-y=flx+Ax)=-F(x]

Ahora supongamos que x aumente a 12 es decir ,x=12 entonces
ax, =12-12 ; AX, =2, por lo tanto y aumenta hasta que
y =144 porlo que Ay, =144 —100 por lo que Ay, =44

Si suponemos que x decrece tendremos que si
=9y =81 Ax, =-L Ay, =-19
En el ejemplo podemos ver qué y aumenta cuando x aumenta, y

y decrece cuando x decrece. Los valores correspondientes AX y

Ay tiene un mismo signo.

En otro tipo de funciones podria acontecer que

y decrezca cuando x aumenta o viceversa por lo

que A y Ay tendran entonces signos contrarios.

R l._._‘ [
..\'.'
¥ |2|’_|.|'p- " Y
A -
¥2 —1—#t----q
'
|
H
H
:
E &1 E T
] T T
4 L] 12
S ——
5 . Ay
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3.6. Definicion de derivada

La derivada de una funcion y=f(X)’ es el limite de la

relacion de incrementos entre la variable dependiente Ayy la

A
variable independiente AX cuando AX = Oesto es: Alln}) A_y_
x 0 Ax
. flx+A)-f
i) 1)
Ax—0 AX

Notacion de derivada.- se lo representa de la siguiente manera

fim 22 = () = £ = 1(x) = Dxt(x) =y ' (x)

La mas usada es

A
lim oY =Yy' yselee “laderivada dey (o de f(x)) con
Ax—0 AX

respectoax”

3.7. Calculo de la derivada

En el célculo de la derivada vamos a utilizar dos
procedimientos.

1. Calculo de la derivada por regla general (regla de los

cinco pasos) y por la definicion.

2. Calculo de la derivada por medio de formulas.

3.8. Calculo de la derivada por la regla general
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Paso 1. Consideramos primero la funcion y = f (x)

Paso 2. Si a x se le daun incremento AX , por lo tanto estaremos

incrementando y

y tendremos un Ay, es decir que: y+ Ay =f (X + AX)

Paso 3. Para hallar el incremento Ay de la funcion, restaremos

el paso 2 del paso 1.
y+ Ay = f(x + Ax)

-y =—tX®)
Ay =f(x + Ax) — f(x)
Paso 4. Dividiendo los dos miembros de esta igualdad por Ax

es decir
Ay _f(x+Ax)-1(x)
AX AX

Paso 5. Llevando al limite cuando Ax — 0 la ultima igualdad

tenemos.
lim& ~ lim f(x +Ax) - f(x) _
Ax—0 AX Ax—0 AX

Esta ultima expresion define la derivada de y (o de f(x))

'

con respecto a x. La operacion de hallar la derivada de

una funcién se llama derivacién.

Ejercicios resueltos

Calcule la derivada de las siguientes funciones aplicando
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la regla general
1. ¥=k

L f(X)=x
i %{mh}
4 f(x)=2"
5 f{x)=3x-5
1) y=3z'-3
(B}  veave¥xz+ax)

(M visve¥Hz+ax)

=y — 35" +%

T fial=

Ay =Tt +hade #3c +5-30 -
Av =bxAx +3Ax*
Ay = Mx(bx + 341)

Ay " Ax
(4} e {6x 4 3.1:]'&!

Ay :
3} E‘:E - |6x + 3Ax |

V=0x

88

b figjmids’ -fn=f fixi=?
M} wy-dx'-hxak
@) ywdy=dfne )t -Iue sa) =8
B  yelAvedreAn)-3ixear)=3

=ym=dy’wis =
LT PRSP TR VR [ LRSS PR, P |

o T T £
= an(l -ax -8

:—iﬂl:-.‘l—t 1-31%

%) b :‘.-_h.lh IR I

Flah=7

(L] T & mm—

LE+ i ]—m
FLETF R ]
N+ iai=1
Neapx)el

. ]
LE I AP

5=
Eal
Slasdap=d a=d]
ETTECTITR T B
U@ i a2 O - w2k
A |8 = ax)+BZn =10

Blihb-ti+i+m-l-i - -+ da-dla 4+

e

=

o
® TEE= 243 & Lida =)
i
e
v =ca s+l =1
)
i N
hy  [Eakliz el el
i
®m X

- —
b gy Ty g Qa4 R 2 )

a1
. '
T
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A fitiwsfig =] Fi{zim?
[Eh] Lk
Y i .,l]-iz + A =-1

Xy !.—.'r'h—..r-l'lx—.\.'n.! -1

o =iy =2
A m I\.IEE" -_'u._-_ _.‘r:l_‘.-_":
iy m |.'|H|": o g T |
A:-_-l.'-_1'.'h.::l & — WA

{41

A AN
e ———’e

A B eAr)m JmaliE =t O

5 o ey dE .

e Ay e Ay i
T o - — . P
Fizli=kn _‘_% =9 dn) =24k =3 "'ﬂl-\.l_.ji!n;: d.:a--.--\.-.
P LT _hﬁl:\.'_'..l:l a+af3i -2

[3x+ax)=0 =dm =1

) — o
== A JNE AR ) —d + 55— &)

3
figi= e
2 =Ty

Calcule la derivada de las siguientes funciones utilizando la

definicion.

]].. I{x)= Wax =3

i %«JF

3 fx)=+2x+15x
4 f(x)=5enx

5. f(x)=hx

6 f(x)=ax

7. [(X)=xsenx
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3.9. Actividades de aprendizaje

- Para un correcto aprendizaje de este tema se debe realizar
una lectura cuidados en su totalidad, y se le recomienda volver
hacer los ejercicios resueltos, entendiendo como aplica la

definicion.

- Al final del tema, se plantean un grupo de ejercicios que
usted resolvera inmediatamente. Por lo que es muy importante
haber comprendido el desarrollo de los mismos en la parte de

ejercicios resueltos.

- Hacer un formulario en el que consten los pasos a seguir
para la resolucion de los ejercicios, este formulario le servira

posteriormente para su evaluacion escrita.

3.10. Actividad de auto evaluacion.

- Laresolucion de los ejercicios propuestos se la debe hacer paso
a paso, no mirar el texto, pero pudiendo utilizar el formulario.
Una vez finalizado el ejercicio compare el resultado obtenido

con el del texto, sino coinciden, repita el ejercicio.

- Resolver los siguientes ejercicios propuestos:
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3.11. Férmulas para derivar funciones.

S Aoy 3.11.1. Objetivos

- Aplicar las foérmulas para hallar derivada de funciones
d polinémicas o algebraicas y trascendentales.
2. Hallar s V3% =5 gplicando la definicion y'=?
- Plantear adecuadamente la regla de derivada en cadena.
6x
SUL (¥ m- _ )
,”Ul,: x° =9y - Calcular derivadas de orden superior.

T o T 3.12. Orientacion metodolégica

gz : Al estudiar este tema, se trata de relacionar el conocimiento
0L Y= 4:..:_1: L' - nuevo con el conocimiento que usted ya posee, estos contenidos
introductorios se refieren a varias definiciones preliminares, las

” mismas que le permitiran adquirir los conocimientos necesarios
4 Axi= i -2 caloular Pix} aplicando b defnicifn ¥

& antes de iniciar con el nuevo conocimiento, capaz de que
& ; comprenda y aprenda en una forma secuencial. Para que de esta
S0L ;o ——— . . .
& Wiix -2 manera el tema estudiado quede bien cimentado.

3.13. Contenido de formulas para derivar funcio-

—
L Siiye II|'. by j haliar v apian b definicida hes
I/ v
SOL © ¥ e # : El procedimiento de aplicar la regla general o la definicion para
1Y %] ., .
3 :“ Lem| 4 ,ﬁj =| la derivacion puede resultarse largo y muchas veces complicado
3 '

y por consiguiente se han deducido de la regla general, con el

) fin de facilitarnos la tarea, reglas o férmulas especiales para
6 5 ve a8 =0+ 5dn 5= lallar v(xhaplivar b deficiin . . .
' derivar ciertas formas que se presentan con frecuencia.

] o8

SO0y e Bx ' Ay ek
Tt -y 41 :‘|||1;_-_h,_:'| . ., .
; A continuacion enunciemos algunas de las reglas:
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1. La derivada de una constante k es igual a 0
y=k y=0

2 . La derivada de una funcion con respecto asi mismo es igual

al.
y =X y': 1
3.La derivada de la potencia de una funcion es igual al producto

del exponente por la funcion elevada a un exponente disminuido

en una unidad, y por la derivada de la funcion.
y=v" y'=nv™lv’" Regla de la Cadena
y=x" y'=nx"!
4.La derivada de la suma o diferencia de funciones es
igual a la suma o resta de los derivadas de cada una de las
funciones.

y = utv-w y=u+v'-w’

5.La derivada del producto de una constante por una funcioén

es igual a la constante por la derivada de la funcion.
y=kv y=kv’

6.La derivada de un producto de dos funciones es igual a la

derivada de la primera funcion por la segunda funcion mas
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primera funcién por la derivada de la segunda funcion.
y=uv y=u.v+tuv’
7.La derivada de un cociente u/v es igual a la derivada del
numerador por el denominador menos el numerador por la

derivada del denominador, todo dividido por el denominador

elevado al cuadrado.

) {1 g =1

Ejercicios resueltos

Hallar la derivada de las siguientes funciones.

- Lt £ e |

3= ¥ = -f% Vo=

4.= Y -,:'-.I. % ¥ il

i, wy=3x'= 5" =gl ¥'= Axd
G.= L ot - -
T= ¥ =Osf ¥ w5 Ry ¥ A
E- ¥=-ix' ¥ =T ¥h= . 28x*
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9. _'|'-.'|-1’+i_=.' }"-tﬁe-h-i }'-lf_h M- ¥= 1‘?-.1;‘,'; ]-"l:'i-nf--i-l.';l.;:': :-"-3[.};5.""1-::;"":

oyl o1 TR
M- y=3'-2+8 v=Ikt'& - ymxT -d ¥inh= 2%
.yt CaCle | ol Bl e 2
il 1 i 1
I y=Ir-fn y=1-I1 1 ye(LIEY ¥ 42AFT At
- y=m' vt by =Bt - 2wy
My=myni+l  wuix' 41" =027 -07 2%
ek S
1. ve2r-p! yel-h
s ? 2y whid - - vafd- -y
14 a=h-N W) =8 - @?

'_'."-! I T I 1 et
&

15.- inu:'-‘nr'l do’ =2

2y = [} ey B 7= P il CH A e T
18- M=sd =Sk =%~ 5 37y dedny ¥ = T 2x) (24
-I?.r '_" E_I E‘r 3.I’ 7a ;I u; =II--:—I:;_L‘I: i . ='=l_“-_r
i i 3y
18 .- ]I':';ﬂ'i' =T }‘;" : " '_‘.l"—'-.. TY i W el VY L
].g-" }‘ul l"lﬁ - lur".' :lll'l.n | }'I:Il\l'.' Nk !l 7 !.'_I_‘_!I.'ti _“l '_I-' _[__L h;*ﬁtlf' !."- I 10y -ﬁ'; nﬁ.:ﬁl I.-lh _1“:"'
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I 2

Myexaehy yovans =by ¥ = tax 4 by 1042

¥t e tora®r T o e o
H 15 -
32 vl 32 ol =dmea | il =d=2f

B 4
:"',':.l"" L | L ]

e " i
13- e iR 27 -4 }'l{i,l-'--’rh' l.r']l|
I . L
;.'-;_1 L LI Tl L2

PRI I SR o SR TR

R O e

i i
?‘"EIZZ'L'I =iz
SRR SARTTE
! W ws

M. yeixfaf ik’ anf

vadin” -9 Ox 5wt - 7T s s’ - 7 demix’ - 51"

PO ETRI LN L UL ) (JPT SVL DI AU N

= _ w " ay "
2% 5 =vx> -1 ¥aT PR | Lo LS |

i = ] i [ '
e o T L O e X T | Pl
2 5

i & : " .. S - i
P SPTOS LP Be -%41- e R . 1
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A7 ],-.;__u wmixs —Bhix= i

2=l

B P e

ey VR TP [ L

Aplicando lafirmuls de cociente

o wixdop cioad.n
ix® — L%
sy %' el
L
X
1,_{_*1:]11}41'-1:1 1.r‘,_Z'I.'.'-:'-l “_1‘1’-1
Eov=——T x ] e,
. . F ¥
3 dfn hJ 'Erad-h'] -_rE:d.r] a[. e
— -— my - - = -1J '
dxl,  x© voxT M X I'-:H:--r
[ .}
Wy
(el hdm = a0 e ik dm = %0 LR LI
e im +x:|" S l;n.-i-x:l'
i
Ny
L e (2N x ) _Exe3xt - 2y
¥ i =y ¥ [F I &
Fx
LT
At A
e ek~ ey
e L e L L LR

'l T P

yo OB BN = (9N "+ 4352 = A = 20)
AL o I1:_|J
= dxt -t 3

¥ ax -
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L M -byAx -+

| = e

&

v | X
al a'-;—h'l b
Y= 2| e | e
1 1‘ .Ih-
a4 "—I; i <
1| T 4 & S
i ._g: - X} " — [:i: -} s |
= == T
fa? -]
!.__.:J.-a_u =%} =z @ %}
BT -x
b4 b s ox a4 b e oex’
48 y= v —_—
T - o
. T ? 3T ra o i ion? +
y (b e 258 l"‘ll‘ [ = X « X i/
Y= = -
‘ ix
Fra \I|I.-¢:r. yuf LK
l+g% I+&x
(W] & 30 =0EW | = %)

(1=ex)
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oo 1] e R o s |

" 2 l+cn il &)

el 1mex (b | -
AT T ET=15 I = HET=15

3.14. Actividades de aprendizaje

- Para un correcto aprendizaje de esta unidad se debe realizar
una lectura cuidadosa de cada tema tratado en su totalidad, y se
le recomienda volver hacer los ejercicios resueltos, entendiendo
como y porque aplica determinada formula, y como funciona la

regla de la cadena.

- Alfinalde cadatema, se planteanun grupode ejercicios que usted
resolvera inmediatamente después del tema correspondiente.
Por lo que es muy importante haber comprendido el desarrollo

de los mismos en la parte de ejercicios resueltos.

- Para la auto evaluacién es recomendable que vuelva a
ejercitarse repitiendo los ejercicios desarrollados, pase a resolver
los ejercicios propuestos para su seguridad en la resolucion se

incluyen las respuestas a los mismos.

- Para la evaluacion escrita usted puede utilizar el formulario.

3.15. Actividad de auto evaluacion

- Laresolucion de los ejercicios propuestos se la debe hacer paso

a paso, no mirar el texto, pero pudiendo utilizar el formulario.
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Una vez finalizado el ejercicio compare el resultado obtenido

con sus compafieros, sino coinciden, repita el ejercicio.

- Para la resolucion de la tarea es recomendable que esté en
condiciones de: primeramente, reconocer que tipo de funcion se
esta proponiendo derivar y cual es la férmula a utilizar. Ademas
debe saber utilizar la regla de la cadena, y en la simplificacién
debe aplicar sus conocimientos de Algebra.

| B " 7 i3 B4
1 y=xt+paxt - asaso x'y ]

3.16. Derivadas sucesivas de una funcion.

Hemos visto que, en general, la derivada de una funcion de
X, es también una funcion de x. Puede ocurrir que esta nueva
funcion sea también derivable, en este caso la derivada de la
funcion primitiva se denomina primera derivada, la derivada
de la primera derivada se llama segunda derivada de la funcion
primitiva, la derivada de la segunda derivada se llama tercera

derivada, y asi, sucesivamente, hasta la enésima derivada.

Asi por ejemplo:
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Sy =5z  Fusdws Praasiva
iy
yre 2
ddy
dulds

s di.1|d:..'|
TR =
oy | ds g ||
afaldiaill
dn | da | )ik

f 1

a | iy
dh '\..d.'\. | | o i

e
.h.. =

Los simbolos para las derivadas sucesivas se abrevian de la

siguiente manera:

. d dy , _ ,
Fa Yo T Y@=y

F :I|[I:|I_G 'j - 'j d | d: |{| ¥
. I = :

hld) &k RlE ) &

[ &

(=T
Ij' ::‘ t-ﬂl-;":ml- :-'"B,
Ix"

Siendo la notacién mas facil de utilizar:
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17 derivada V'

242 derivada v
37 denvada ™
4% denvada y&
22 derivada y'
En general y"

Ejercicios resueltos

CI' Vo AT o BT e SN s

VeI 6% ah

y T3x =12

. W = it L =T

o= a + b

L3 L B3
1."—'“1 e bxdt? (b = fn e byl
T ol l

b*

¥i= _|| - [{n+bx)" " b =- - fm o+ by -
}_1-‘_.: "TJ'][J._hH' (b)) = 22 n o+ by
B0

L i — :.".‘
a+bx

y (b o b lm bl ib) -abeby=-abebizs  2ab

7 (24 by’ {3+ ) " b

V' Tab a2 (8 4+ b ) = e = )

Y ] el b

:." =i=Jabhia = ) i
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M= Ei- Mg+l -%7 1AWt

E=X] e =3
. E.':I-_"lll-'l.: |:---|.-|;-|_';|--|| |-'l-t."--::-1-'|.-:1'|-1.":.'j
: T R % 4]

- .-I. _'| _'| 1 L ¢ L
v - R i - o4 b | L

140 '

i ] I T 1 I i
7 m Wt e T

3.17. Actividad de auto evaluacién

-En la resolucion de las derivadas sucesivas es recomendable
que el alumno esté en condiciones de reconocer qué tipo de
funciones se estd proponiendo derivar y cudl es la formula a
utilizar. Ademas debe saber aplicar la regla de la cadena, y en
la simplificacion debe aplicar sus conocimientos de Algebra,
con estas condiciones podra derivar las funciones propuestas en

forma reiterativa

-Laresolucion de los ejercicios propuestos se la debe hacer paso
a paso, no mirar el texto, pero pudiendo utilizar el formulario.
Una vez finalizado el ejercicio compare el resultado obtenido

con sus compafieros, sino coinciden, repita el ejercicio.

- Resolver los siguientes ejercicios:
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o y=ile + 3 -Dxx4?  y'a?

¥ - -1
L % fix) = probar que {7 (x) = —
i -x/

3.18. Derivadas de las funciones trascendentes ob-
jetivos

- Aplicar las férmulas para hallar la derivada de funciones

trascendentes.
- Plantear adecuadamente la regla de derivacion en cadena.
- Calcular derivadas de orden superior de una funcion dada.

- Plantear adecuadamente la derivacion implicita y la regla de

la cadena.

- Calcular  derivadas inversas, funcion de funciéon y

paramétricas.
3.19. Orientacién metodolégica.

Con los conocimientos adquiridos anteriormente, se ha
desarrollado la capacidad de analizar la derivada de una
funcion algebraica , por lo que al estudiar este nuevo tema
sobre derivadas se dan primeramente las formulas a aplicar, las

mismas que nos permitiran relacionar el conocimiento nuevo
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con el conocimiento que ya posee, esto le permitira que aprenda

en forma secuencial.

3% ¥ Wiy, I+, Inl+xda  de  funciones
trascendentes

Ahora vamos a considerar funciones como:

que se denominan funciones transcendentes para distinguirlas

de las funciones algebraicas que hemos estudiado hasta aqui.

3.21. Derivada de las funciones logaritmicas y
exponenciales

log &
L y=lm v ys= Es g & = consianke
v
i
v = b W Voo hmehn de x
L y=al ¥ =a" Inay
ymg ;.' mE g
x P ) y : )
J y=1u Vau'| —+lmv| o v=fimciinde x
|

Debemos tomar en cuenta que:
low = bog v
g (A*B|=log A+log B
A
bog, = = log A =log B
HE, n b= log,
log A" milog A

log, b -2l
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Fierririnc recunltnc

1
1. = hax f=—
y Y
1 ! |
r. = [ (X" 4 o )
H y (X" =+a)
A yeln(x® «+3x+1) N — (2% +3
3 ¥ (X +3ix+1) )
% =5
1 y=in®
X+b
T Yl T
A B L oY) =l § - L ¥ n|_i._-||I_ -
LI
b ¥eln :F
. I O Spadn’ & 5 (- T | R L
Ly o =y T T )
®+b
e w alilmet

xd ok T ]
£orelfrt o ftim e
fwr Felin’ 0" N e =N e The )

iyt 5
I L
"+ % [sfh

¥

b= :,.-hl—l-llll. - |

ey e YT TS PR T S L |

¥

& yelbyle-Tekn-d

rr!l;'ll ™ .

vuln In-Sh' 4 [
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= - ¥
5 ! . !.E.lll R L Il -'I‘l.l.' LR LR -
O TR
S
wEe i
Fe2 i
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., !'._“h'-?n.-.'
y=a" " e A%+ 5)
W ¥ _::—.'-'-.--
y=3T 0 m 3 1o — T)
L. ':,."-—'h-h:'""
F-hu.;u.ai _Inbl:u.,c_q:
TR _:'..:-
. (% = 6} = (% & 53]
V=2 In=[—mlﬂ.- |
1. w _51'- -1
w i »
_51 agud I % _q:,;j;u;-]l l:'i; -]_'
¥ o (x = 1)
13 y=bet
¥ e e® " (3)
A
jrm =t ["‘ﬂ' .9 nm:n}
18 y=a'
e Yea" 2N
I, y=e
e a™ i
1= }._"1.' B ad
T ] 1 |
s B )
TH, Y o=
= Bnlx - 3)-0x" - T)
ot Tx—ar
19, y=x”
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= 1
21, ¥wi' #" lax

—_— : 1
Wi I e Bt X e ShEC X By
%

Nota: Para derivar una funcion exponencial, especialmente -
cuando se trata de una variable con exponente variable, lo mejor 12 y=7
es, en primer lugar, tomar el logaritmo natural de la funcién y w4 ,._L..Ir:y,..|.,i‘.;.E Il .|].;E.}.Lli..ﬂ.’i'
. . . - x L] X4 1% |
después derivar, considerando que la derivada de y es y’ ¥ ‘7 %l
I
x-1
Asi por ejemplo en el ejercicio ¥ =X° se resuelve con mayor 23, yals’ -5xf

elegancia de la siguiente manera: i
A yel' - [1'?-_-”':"--1111:" t |3yt
P

X

1. y=x"* b yele -s5xf

by =hnfx” = %[

Tomamos logaritmos en ambos miembros de la igualdad.
kyex" nlx"=5%)

. - . 1 4
: VeIt =X }-.!;-.5.-...!
Iny =1n x* ¥ g
’ J . 2 -5]
v {ef oxkd I et o)t I_ ".\ !
K =g%
Aplicamos las propiedades: ;
T T
¥ [y i [“ be” =20 o il bl 5 o5) ::--.:
1 * Inx o 2
ny=e
I v=n
Derivamos: o = 8 vt
CHEE e n 1+ g
L K #lnm =¥l + Indx K
1 e -
i =
—r}? 2 1“?‘: l'—_ ja,.-..."l'" T ]
i M SR 1 £ -y
Mix —1ix —217"
— -'I'qn."l['\.u 1,
1 ’ . 1 e {
Despejamos y’ y remplazamos: ymx® |e® +Inx+— l iy v e T 3 e — ) B 4]
) i S | [ i [ i
& A —0F = If Ix L] i
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S : PR Lo Yo T
oo flx-tlx-2) | 1 1 1 Vi-x 1-x
= ' =4 - - '
J IE[I—F]R-4? x-1} (x-2) {x-3 -4 I ye(xegr -t
vy AT
A 5 y=(dx -T)
2 v=x'e® blx’ ) 5
Fr— |313t§x-1{
Iny=ny’ +lne” +ln by’ J+ o5'| g CRE TR
o 1.=Iu\{x-l i :-::+I — |!|:-l]ul:-'.. (1]
TR RO RN, (S W S L (x" 4515 ~x41)
': =l5'e” ].Li"i. |.5- —?"3!' '-'"._':'E" ';"I"I']""'T'—'."I:'i'-':-':" ':". .
3 e 15 ¥ 3 # yval h
] - YanleX) s ———
Al 4+ WX
3.22. Actividad de autoevaluacion 3.23. Derivadas de las funciones trigonometricas
- Laresolucion de los ejercicios propuestos se la debe hacer paso ¥ = Sav v'= Cosvy’
a paso, no mirar el texto, pero pudiendo utilizar el formulario. ¥="Cow y'=—Saw.v
Una vez finalizado el ejercicio compare el resultado obtenido y=Tp YmSec vy
~ . . . . . .. vom g = —r._.';I:'I.'_'Iu"
con sus compaferos, sino coinciden, repita el ejercicio. A -
¥ = By y'= Secv Tavw
. e ¥=Cuv y'=—CacvCrgv.v'
- La tarea de aprendizaje comprende, para su resolucion rapida ;
y exacta de la aplicacion de las formulas pertinentes y el Ejercicios resueltos
dominio de las operaciones que se realizan con las funciones
algebraicas y trascendentes asi como la perfecta comprension _
. i . veSaiix) y=Cosdx 2
de su significado matematico.
2. ve=Semfaxt) ¥ t_ﬂhln;]:.'l.:l.ﬂ
- Resuelva los siguientes ejercicios: 3 y=Sealx’+3x-+1) y'= [Coslx® + 32 +1 |-|.II.'.'::. +2)
. o} § =1 . X
R T s T 4 v=Cos2x)-Saufix)  v'=[-Se(2x)]2-[Cosi3x]]3

P wolmyia
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operaciones algebraicas, trigonométricas, exponenciales y

5 yaipydx I , .
! logaritmicas.

vom R ® = 0
yate' it o 18 2k 1 Mz
- - Resuelva los siguientes ejercicios.

v Gee'le? ol wint el

l. v=re sen
LT ] COEX |
[ ;-'a-u:i._l-_ X
! : LI | .
¥ i el il =t i w o ¥ o= sdn L.‘:Qll[qh'J
i 'i: x =8} -
Y pete a0 - 3 yv=lN—xTJSa" -1+ x msenx ]
Fulo s’ 8 L II'I' 1 T T T T TR sl A M | L
SRS ] S 4. v fcos(3x p}{"““ Uj
& I:-lh.!'.l'l.'-'\-.: = NI
: T 1
- B L y=sen -
i -\,gui ?li e |
% rafalaf™ BT
oo bl Do hata st ~halls b
: ' M r o iy | [ I'=I|1 ~
! -
1 1
i=smiy +])
. . .z I
3.24. Actividad de auto evaluacién | g=42=5 :
il
ToypeEh— F
i = LT uthlly
LE Il-F : i :1“.'.: ¥
- Laresolucion de los ejercicios propuestos se la debe hacer paso :
a paso, no mirar el texto, pero pudiendo utilizar el formulario. 3l abal i . -
paso, . .’p. . p ) £ ve—qnslf 4442k 1-i.'=1[l.1-l.l -1| Y=+ a1
Una vez finalizado el ejercicio compare el resultado obtenido :
con sus compaiieros, sino coinciden, repita el ejercicio. 3, L -
B V=gl 4t .|I|'|;'\.|- 44 2% +"]
' =
. 2
- Para derivar funciones trigonométricas, motivo de la 2
- . . , X+l 3 Dy £
siguiente tarea de aprendizaje, se debe aplicar las formulas I, 3:—143:.' p4ne T —i-;—J.Li;l: W +i2x -2

correspondientes, y desarrollar cada ejercicio con sus particulares
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3.25. Derivadas de funciones implicitas.

[73E) [N

Cuando se da una relacion entre “x” e “y”; por medio de una

[ (34

ecuacion no resuelta para “y”, entonces “y” se denomina

ey,

funcion implicita de “x” asi por ejemplo.
x> —4y=0 funcién implicita

En esta ecuacion “y” se define como funcion implicita de “x”. Es
y
claro que por medio de esta ecuacion “x” se define igualmente

como funcién implicita de “y”.

A veces es posible resolver la ecuacidon que define una funcion
implicita con respecto a una de las variables, obteniéndose asi

una funcién explicita. Por ejemplo:

X ., L.
y=— funcion explicita
En esta lltima ecuacion “y” aparece como una funcion explicita
de “x”, pero puede ocurrir que en algunos casos el despeje o la
resoluciéon no sea posible o que resulte demasiado complicado

para una aplicaciéon comoda.

Por lo que a continuaciéon enunciamos una regla para derivar

funciones implicitas

3.26. Derivada de las funciones implicitas.

(4

Derivar la ecuacion término a término considerando a “y” como

./ ., .y
una funciéon de “x”, y de la ecuacion resultante, despejar i
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para esto tomar en cuenta que:

dy .

e BV

.

d H 3

e L R T
i

i:_-' =y -y
i

d . 1 .4
— = Oy b2

Ejercicios Resneltas

1= iv=

il Dhrpepisdes ¥

) Comldenade buplini

d ! d
e | i
-1 i -2
=il
i
¥
b % ]
—_n
e alat ¥
Pam — by = -y
wldw —1l= 125" — dn
¥
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. Bx=htesyt e dal- 72l "_ﬁ_ﬂu"_#‘u’ﬂ
1= 5y iy B Bl m .

TS T P T N e ¥R

o Tl mpd 1y M Eq"'-.-'f‘!'r-'-éqh*! REPET T SR AT e T
s ol E1 J!';' i - } oy
. B —mmdw-1 CRE 1.:'.-1*'!{’ K _gx M :‘-#'*_:iﬁ!l: e
T i o — . & inmiet
b e E b .:tﬁ.#r“ |.'7|I|-‘.:|-i,- x
a2 ¥ -1
o= Ix"y
LN L e R . LR ARt L]
ap'y® <y B e L e T e’ -x'ey'w conl v v ) o p i el o b L=yl

ot '-‘-Ii'—li'z'—"ﬂ= L e A e e e Ay
- Sy mpaty
: r peal T4 Wl mmmiy -y
TR T L T o mlwpris w vl =
B -l Ty - e eyt ety By s Ty Tt -I!:"'r'f-!,"-llq"f

i2 o' - nalsy e = el

T L}
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Primera Derivada
2h'x — 2ntyy'=0

r bix
v

"y

Segunda Derivada
ﬂ-:i'r;'_r = #z.[r"‘ '

=

_'L‘_—

.
o 0 ly=')
J S e

ay"
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15 50 2xy - 3x %" = & w 0 Verifique que 'g'"l.hlt':]-

&y

Primera Drervada
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17 Obicesies e volime: desde y* v & 3.27. Actividad de auto evaluacion
Iy =2y +dxry =3 En(ll) -Laresolucion delos ejercicios propuestos se la debe hacer paso
By ® + xSy =dvy' sy + 4y "= 0 a paso, no mirar el texto, pero pudiendo utilizar el formulario.

Una vez finalizado el ejercicio compare el resultado obtenido

¥ltx'y = 4v + dx ) = 4y - 6oy’ con sus compafieros, sino coinciden, repita el ejercicio.
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- Para derivar funciones implicitas, motivo de la siguiente
tarea de aprendizaje, se debe aplicar la regla correspondiente,
y desarrollar cada ejercicio con sus particulares operaciones

algebraicas, trigonométricas, exponenciales y logaritmicas.

- Resuelva los siguientes ejercicios.

L 3
1. 3% = 5%y~ 2%y = 0

a

i 0 P S0 QP T

4. v=Cos{x—v)
5 2= Zaniw + )

z S
6. xy” = Senx "y

b

X b
xy =hen — 4 Cas
y x

3.28. Interpretacion geometrica de la derivada.
El valor de la derivada en cualquier punto de una curva es igual

a la pendiente de la recta tangente a la curva en aquel punto.

En otras palabras la derivada f(X)en un punto x, representa

el valor de la pendiente de la tangente a la curva y = f(x) en el
(x1(x)),

Ejercicios resueltos
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Hallar el valor de la pendiente de la recta tangente a la curva x°

, en el punto x = %2 y el angulo de la forma con el eje x.
Calculamos la derivada de y = x”
y’ =2x

Para hallar la pendiente de la tangente en x = '2 , basta sustituir

este valor en y’, entonces.

y'l/2 =2(1/2)=1
De donde m=y =tg =1
Por lo tanto arctag 1 =459

Dada las ecuaciones 1 =p'-Ri-dy-B o A r=3=l=vall o

Demuestran que sus pendi'entes son fgualés en el 'punto ;D

3.29. Actividad de auto evaluacién

- Laresolucion de los ejercicios propuestos se la debe hacer paso
a paso, no mirar el texto, pero pudiendo utilizar el formulario.
Una vez finalizado el ejercicio compare el resultado obtenido

con sus compafieros, sino coinciden, repita el ejercicio.

- Para ejecutar la siguiente tarea de aprendizaje, se debe aplicar
las férmulas correspondientes y desarrollar el ejercicio con sus

particulares operaci
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- Resuelva los siguientes ejercicios

1.Dadalacurva. ,#,* — 5.7, - z2.5-* = = Calcular la pendiente

de la recta normal al punto (1;1)

2. Dada la ecuacién **° ==»" =44  (Calcular la ecuacién de

las rectas normal y tangente con el punto de tangencia. P(1;2)

3. Calcularlas coordenadas del vértice de laparabola y = x* — 4
x+1 teniendo en cuenta que la pendiente de la tangente en dicho

punto es igual a cero.

4. Calcular las pendientes de las tangentes a la parabola y =x*

+ 5x-6 en los puntos de la interseccion con el eje x.

3.30. Aplicaciéon de la derivada — optimizacion.

3.30.1. Presentacién
En este capitulo tratamos el estudio de los puntos extremos de
una funcion, es decir, el calculo de méximos y minimos con la

aplicacion del método de la primera y segunda derivada.

Se resuelven y plantean problemas en los que se requiere
obtener resultados optimos, lo que se denomina optimizacion

gue no es mas que la aplicacion de maximos y minimos.

Una de las aplicaciones mas importantes del calculo diferencial
se presenta en los llamados problemas sobre maximos y

minimos, que es un instrumento fundamental para minimizar
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o maximizar determinado fendémeno, es decir, obtener un

resultado 6ptimo para un conjunto de posibilidades.

3.31. Objetivos.

- Utilizar el criterio de la primera y segunda derivada de una

funcion para hallar maximo y minimos de la funcion.

- Dada una funcioén, encontrar los puntos de inflexion (si existen)

y los intervalos donde la funcién es concava o convexa.

- Aplicar los conceptos de primera y segunda derivada en la

resolucion de problemas practicos de optimizacion.

3.32. Orientacion metodolégica

El estudio de esta capitulo se recomienda se lo efectué¢ por
secciones. En una primera seccidén se estudiara la funcion
creciente y decreciente, comprendido el tema pasar a estudiar
maximos y minimos y los criterios de primera y segunda
derivada para el calculo de los mismos, entendidos los dos
temas, pase a estudiar optimizacién como una aplicacion de

maximos y minimos.

Por cada uno de los temas estudiados, le recomendamos ir
preparando un formulario, para que este se lo pueda utilizar en

la resolucion de los ejercicios propuestos.

3.33. Contenido funcién creciente y decreciente

[F3 1)

Funcioén Creciente.- Una funcion y=f(x) es creciente si “y
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e,

aumenta (algebraicamente) cuando “x” aumenta.

En otros términos f(x) es creciente si su grafica est4 elevandose

(1)

cuando “x” aumenta.

También podemos decir si una funcién es creciente tomando
en cuenta el signo de su derivada esto se debe a que la derivada
es la pendiente de la recta tangente asi: Cuando la derivada es
positiva la pendiente de la tangente es positiva y la funcion esta

creciendo, entonces:

Si f(Xo0) > 0 para cada valor de x=xo en algln intervalo f(x) es

creciente en ese intervalo

!
Wi
A F(x)>e
J’j L= grviwrle

3.34. Funcion Decreciente.

[

Una funciéon y = f(x) es decreciente si “y” disminuye

(algebraicamente) cuando x aumenta.

En otros términos, f(x) es decreciente si su grafica esta bajando
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cuando x aumenta.

Tomando en cuenta el signo de la derivada, cuando la derivada
es negativa, la pendiente de la tangente es negativa y la funcién

esta decreciendo, entonces.

Si f' (Xo) < o para cualquier valor de X = Xo en algun intervalo,

entonces f(x) es decreciente en ese intervalo.

sl <4
-] D= dex v

3.35. Funcidn estacionaria.

Una funcion f(x) es estacionaria en el punto x = Xo:
Si f’(x0) = 0, puesto que la curva tiene tangente horizontal

Finsp=
Sy
Mg =@ s TR iuk= A 0 Mih-a
Fimeh=8
=% | D ¢l i

=i May=#

™ [ i
i@ I-l'l'u-t
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Los valores para los cuales la funcion f(x) es estacionaria [
f’(x) = 0], reciben el nombre de “valores criticos” (Xo) y los
puntos correspondientes de la curva f(x) se denominan “puntos
criticos” (Yo = f(Xo))

£ .- —
" kel T =®
el o = i
g R , M <&
'x___
i B

3.36. Maximos y minimos.

En el estudio de esta seccion desarrollaremos un procedimiento
sistematico para poder localizar e identificar los puntos mas

altos o mas bajos de una curva y = f(x).

Comenzamos definiendo maximo y minimos relativos

3.37. Maximo relativo

Se produce cuando una funcion deja de crecer y comienza a
decrecer, es decir se produce cuando el signo de y’ cambia de
+a—

Dz Pz}~
Fici=0 Fix) =0
Mazmne rellitiva Micmos Relotrs
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3.38. Minimo relativo

Se produce cuando una funcién deja de decrecer y comienza
a crecer, es decir se produce cuando el signo de la derivada y’
cambia de —a +

Asi por ejemplo sea la curva

N

A

1A .-':

T -

£k ; i

Five o

= R

& i )J'f H v .

¥ R | - 7 &
m Nt

w3

La funcién representada tiene dos maximos, uno en X = ¢ y
otra en X = e, notese que un Maximo no tiene que ser un punto
mas alto de la grafica. Es maximo solamente con relacion a los

puntos cercanos.

La funcion tiene dos minimos x =d y x =f, de la misma manera
un minimo es un punto que es mas bajo que cualquier punto
cercano de la grafica.

Un minimo no tiene que ser el punto mas bajo de la gréfica, es
minimo solamente en relacidon con los puntos cercanos. Mas
aun en la grafica, el minimo x =f es en realidad mas alto que

el maximoenx =c¢

Para determinar los maximos y los minimos absolutos de una

funcién continua en un intervalo a < x < b, localice todos sus
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puntos criticos y calcule su valor f(x) calcule f (a) y f(b) el
mayor y el menor de todos estos valores son el maximo y el

minimo absolutos.

3.39. Concavidad y convexidad.
3.39.1. Convexa

Se dice que una funcion f es convexa en un intervalo, si para
todo a y b de este intervalo, la cuerda que une (a, f(a)) con
(b.f(b)) queda por encima de la grafica de f.

— — -

!
- L

Esta condicién, puede expresarse de manera analitica, que
algunas veces resulta mas util para las demostraciones, de la

siguiente manera:
La recta entre (a, f(a)) y (b, f(b)) tiene por ecuacion

ve by - f{n} (X - a) + f(a)

Como, por definicion, la recta queda por encima de f se tiene

que : y > f(x) esto es:

Dby - ey ix - w o+ T = B0

Obk sy (- &) = Ny Bqs)
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Vxtal quea < x <bh.

Definicion.- Una funcion real f'se dice CONVEXA en Asi V x,
y € Atal que x < y se cumple que:

F((1-&)x +&y) < (1-&)f(x) + & f(y) para todo 0 <
& <1

La definicion de concavidad es como sigue:

Coéncava

Se dice que una funcién f es concava en un intervalo, si para
todo a y b de este intervalo el segmento rectilineo que une

(a,f(a)) con (b,f(b)) queda por debajo de la grafica de f.

El significado geométrico de esta definicidén se ilustra en la
figura 29.

f chncma

r
e g r—

’ Y 15u1 A a7
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Es claro notar que las funciones concavas son de la forma de —f,
donde f es convexa. Una definicion equivalente de concavidad
de f, es:

f(b) - fla) <f(x) - f(a)

b -a X -a

Definiciéon.- Una funcidn real f se dice céncavaen AsiV x,y €

A, tal que x <y se tiene

F((1 - & x +&y) > (1 - &)f(x)+&f(y),0 < & <1

Teorema 5.- Sea f continua en [a, b | y derivable en ]a, b[

a) Si f* es creciente en Ja, b[ en particular si "> 0 en Ja, b|

entonces f es convexaen [a,b ]

b) Si f* es decreciente en ]a, b[ en particular si £’< 0 en Ja, b[

entonces f es convexaen [a,b ]

1. Determinar los intervalos de convexidad y de concavidad de

la funcioén f definida por:

f(x) = x3 -6x% +18x + |

Para esto calculamos la segunda derivada de f:

f(x)=3x*-12x + 18

f“(x) =6x-12
134
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Luego para el intervalo de convexidad se tiene que:

f “(x) > 0 Es decir que: 6x - 12 >0 2> x > 2; es decir que la
curva es convexa en el intervalo ] 2, + oo[. En el intervalo de
concavidad se tiene;

f“(x) <0 Es decir que: 6x-12<0=» x< 2, es decir que la curva

es concava en el intervalo] — oo, 2.

El grafico de esta funcion se muestra en la figura 31.

ik _."I

3.40. Criterio de la primera derivada

1. Halle la primera derivada de la funcion y’(x)
2. Iguale la primera derivada a cero y’(x) =0

Encuentre las raices reales. Estas raices son los ‘“valores

criticos” xc

3. Analice los valores criticos.

135




Matematica Il Aplicada a la administracién y finanzas

Para eso: considere los valores criticos uno por uno.
Representando estos valores sobre el eje de abscisas, de esta
manera se establecerd un cierto nimero de intervalos a

analizar.

Determine el signo y’ en cada uno de los intervalos, un poco a

laizquierda y un poco a la derecha de cada valor critico xc.

Si el signo de y’ pasa de + a —, entonces la funcidn tiene un

maximo para ese valor critico xc.

Si el signo de y’ pasa de — a +, entonces la funcién tiene un
minimo para este valor critico.

Si el signo “no cambia” la funcién no tiene ni maximo ni minimo
para el valor considerado.

3.41. Criterio de la segunda derivada

1. Halle la primera derivada de la funcion y’(x)

2. Iguale a cero y’(x), resuelva la ecuacion y’(x) = 0, las raices

reales son los valores criticos de la variable xc.
3. Halle la segunda derivada y”’(x)

4. Sustituya en la segunda derivada, en lugar de la variable,

cada uno de los valores criticos obtenidos.

Siy”(xc) <0, la funcién tiene un maximo para ese valor critico

136

Matematica Il Aplicada a la administracién y finanzas

Si y”(xc) > 0, la funcidén tiene un minimo.

Cuando y”’(xc) = 0, o bien no existe maximo o minimo, o este
procedimiento no es aplicable, aunque todavia puede existir un
maximo o un minimo . En este caso se debe aplicar el primer

método, que es el fundamental.

Se recomienda utilizar el segundo método cuando la obtencién
de la segunda derivada no es demasiado larga, este método

por lo general es el mas conveniente.
No debe confundirse la concavidad con los conceptos de

crecimiento y decrecimiento de funciones.

Una funcion es concava puede ser creciente o decreciente en
ese intervalo igualmente una funcién que es concava puede ser

creciente o decreciente, asi.

: IL
-
[ dmiinn | dhic rint it CRAARRD N FTnm b

Cotalavw 3 Givimmin dwmiras v del iromaly

3.42. Punto de inflexién.

Es un punto en el cual la curva pasa de concava a convexa o

viceversa

A continuacion, anotemos una regla para llevar los puntos de

inflexion de la curva Y = (x).
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La regla comprende también instrucciones para examinar el

sentido de la concavidad.

- Calcule Y” (x)

- Haga Y” (x) = 0 y calcule sus raices estos valores de Xo seran
puntos de cambio de curvatura (considere inicamente las raices
reales)

- Realice un analisis de cada Xo para valores un poco menores
y un poco mayores si £’(x) cambia de signo si tenemos un punto
de inflexion

Esto equivale a que £’(x) # 0 (cuando exista tercera derivada)
- Cuando f” (x) es positiva, la curva es concava +

Cuando f” (x) es negativa la curva es convexa —

Asi por ejemplo en la curva:

Ejercicios resueltos:
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1. Indique los intervalos en los cuales la curva es creciente y

decreciente si

f(x)=2x>+3x*—12x -7

calculamos y’
YV =6x2+6x—12=6(x*+x—-2) =6(x+2)(x—1)
calculamos valores criticos xc, cuandoy’ =0
0=6(x+2) (x—1)
X=-2 x=1
calculamos puntos criticos, reemplazando xc eny (x)
Y(-2)=2(-8)+3(4)—-12(-2)-7 =-6+12+24-7
Y(-2)=13
= Pc,=(-2,13)
Y(1) = 2(1) +3(1)-12(1)-7
Y(1) =2+3-12-7 =-14

= Pc,=(1,-14)

139




Matematica Il Aplicada a la administracién y finanzas

Matematica Il Aplicada a la administracién y finanzas

Hacemos un analisis de y’ (x) muy cerca de xc para saber si son

maximos o minimos

-3 -2
$--
+
>0=C
=C

Max

-1

++ -

<0=D

Ejemplo: con (-3)

y'=6(x+2)(x-1)

y=+() ()

0 1 2

++ - +++

- +

<0=D > 0
Min

2.- Dada la funcion y = 3x* — 8x3 — 6x2 + 2

y =12x3—24x% +12x

0=12 (x*=2x2+x) => 12x (x*—=2x + 1)

0=12x(x—1)?

12x =0 (x—-1)*=0

Calculamos puntos de inflexién cuando y” (x) =0

Y’ (x)=12x+6
0=12x+6
0=6(x+1)
x=-1

= y(-1)=-2+3+12-7=6 Pl=(-1,6)

Esbozamos la grafica de la curva

140

Xcl=0 Xc2=1

Pc (Xc ; f(Xc))
Pc1(0,2) MIN
Pc2(1,3)

y” =36x2—-48x +12

0=12(3x2-4x+1)
0=12(3x-3)(3x—-1)

= a0 ! )
LU |

(] .=
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X1=1 X2 =1/3 4.-Dadolacurvay=x*—6x+2
N 1/3 1
- t
-\.,\H'_,- .""""‘-. "'...'__-" y; - 4X3 _ 6
Pil=(1;3) 0=4x3-6

Pi2 = (1/3; 2,4)

4x3=6
3.-Dado la curva y = 3x* — 10x3® — 12x*> + 12x — 7 Determine los
3 -
puntos x*=3/2
y' =12x3—30x*—24x + 12 Xc= 33/2=1,14 Yc=-3,15
Pc(1,14;-3,15 e
0= 12x3—30x>—24x + 12 ( )
¥ 1 33 7
y” =36x2—60x—24 b .
.‘«{[:\\:J”ar
0 =12(3x2—5x—2) .
0 =12 (3x—6) (3x+1 | i
(3x—6) (3x+1) T v = 12¢
x=2 x=-1/3
0=12x2
yil=-63 yi2=-11,92
x=0
(-11,92 ; -1/3)
y ,ﬂ T[ %
.1_ :. x x - 1 i 1
v B ey .‘ S

Fy Fy
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5.-y =x*? determine cual es el Pi

Y = ald -1 =l ]
: | gl 1 — 1 "
vl :.-.:. il m .:H. Her 1 i
i T e fgloidn
U= s N -
e : .-ff
\ /
=i Wy

6.-Siy = (x— 1)°% indique si tiene punto de inflexién y cual es?

vieifx-1p 31 12
3 V)
Pt o/
0 L l
}'"=l—'1'-3|"§. - : Cx Cx
g S~
0=_10 Fi= (4, ) jf'
9= 1,0)
={1.f\i)
=(1.0) 4

3.43. Optimizacion.

Una de las aplicaciones mas importantes del calculo diferencial,
se presenta en los llamados problemas sobre maximos y minimos
es un instrumento fundamental para minimizar y maximizar

determinado fendomeno, es decir obtener un resultado dptimo
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para un conjunto de posibilidades.

En un problema de optimizacion tenemos un objetivo, es decir
el parametro o la cantidad que deseamos maximizar o0 minimizar
y ademas una o varias alternativas que son las restricciones

propias de cada problema.

Cada vez que se empleen palabras como: mas grande, mayor,
mas pequeflo, mejor, maximo rendimiento, maximo alcance,
minimo costo, minimo tiempo, etc. podemos traducirlas al

lenguaje matematico en términos de maximos y minimos.

Es necesario que recordemos que:

- Circulo : perimetro=2mr drea=mr?

- Sector Circular: area=r? o = dngulo del centro medido

o
2

en radianes.

- Trapecio : 4rea= ‘"7 =*%

- Cilindro recto circular de altura h y radio basal r: volumen =

wrih
superficie lateral = 2w rh

- Cono recto circular de altura h y radio basal r :
mrh”

volumen = ; superficie lateral = 7w rL

[=

con L =+/r? +h?
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3

4w

= |

Esfera de radio r: volumen = superficie = 47"

A continuacion enumeremos los pasos guias que se debe tomar

en cuenta en la resolucion de este tipo de problemas.

1. Traducir al lenguaje matemadtico el enunciado del problema.
Para ello:

a) Trace una grafica de ser necesario

b) Asigne una letra a cada una de las cantidades que aparezcan
en el problema

2. Seleccionar la cantidad o maximizar o minimizar y expresarlo

en funcién de las otras.

3. Si la forma que se obtiene depende de dos o mas variables se
debe eliminar por sustitucion hasta que s6lo dependan de una
sola variable.

Para ello se usan las condiciones que se deriven del enunciado.

4. Cuando la funcién este puesto en una sola variable, bastara

con encontrar Su maximo y minimo.

Para calcular el maximo o minimo aplicar el criterio de la

primera y segunda derivada.
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= fix ¥ =[x
cahoale y'ix)  fsctor y'm
Laga v'ix]) = O pesneiva y obimas valoness aniticos ¥
calicule ¥ XD B=ixd s
urithiya 1D fos valores cnticos X
RN < 0% MAX X oI
sy (Mol > 0% A{IN V' <o MAY

Nota: todos estos problemas una vez traducidos al lenguaje

[{3 1)

matematico se reducen a encontrar una “x” para que la funcion

f(x) sea maximo o minimo.

Aplicaciones. -

Ejercicios resueltos

1. Encontrar dos nimeros tales que su suma sea 60 y su producto

sea maximo

Traduciendo al lenguaje matematico

X+Y = 60
P=XY

Como P esta en funcion de dos variables nos servimos de X +
Y =60

Y=60-X
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EnP
= P =X (60-X)

P(X) = 60X — X2

Calculamos producto maximo

P’(X)=60-2X
0=60-2X
X =30

Encontramos el valor critico de la segunda derivada
P”(X) =-2
P”’(30) =-2 <0 => max.
Por lo tanto:
X =30
Y =30

P =(30) (30) =900.

2. Encontrar dos niimeros tales que su suma sea 20 y de tal
manera que el cuadrado del primero por el cubo del segundo

sea maxima.
Traduciendo de lenguaje
X+Y=20
X*Y: =P
P depende de dos variables, debemos hacer que dependa de
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una sola variable

Entonces nos servimos de X +Y =20
X=20-Y

Sustituimos en P

P=(20-Y) Y3

Pasamos a calcular su producto maximo

P(Y) =(20-Y)* Y3

P(Y)=2(20-Y)(-1) Y3 + (20—-Y)? 3Y?

0=(20-Y) Y2 (-2Y+(20-Y)3)

0 =(20-Y) Y* (-2Y+60-3Y)

o
1}

(20-Y) Y? (-5Y+60)

o
|

=5Y? (Y-20)(Y-12)

= Y. =0 Y =20Y =12
Chequeamos :

P’(Y) antesy despuésdeY_
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-1 0 1 11 12 13

+-- +-- +-- +-+
+-+ +++
+ + + -
- +
Max. Min.
Por lo tanto,

Y =12 para producto maximo

= P =(8)?2 (12)® =110592

3. De todos los rectangulos de perimetro 20 m. ;Cual es el de

area maxima?

Si nuestro rectangulo es

e

X

Entonces el dreaes A = X.Y
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El area depende de dos variables (debemos hacer que dependa

de una sola variable)

Para eso nos servimos del otro dato que es el perimetro.

P=2X+2Y =20
= X+Y =10
Y = 10-
Sustituimos en la expresion del area, con lo que nos queda.
A(X) =X (10-X) = 10X -X?
Pasamos a calcular su drea mdxima
A(X) = 10-2X
0= 10-2X
2X = 10

X = 5 valor critico.

A’(X) =-2

A”’(5) =-2<0= es maximo.

Por lo tanto las dimensiones del rectangulo son :
X=5 Y=5

4.- Una caja rectangular sin tapa debe ser construida de la
siguiente manera una plancha de espesor de 10 x 10 cm, se lo

hara un corte cuadrado en cada esquina como indica en la fig.
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y se dobla por las lineas para que la caja encierre el maximo
volumen posible.

AT
SO P7 o -
0 : A - o f;”f
: | : |,-f’.-f:
FaHé & +=— T
V =(16 —2x) (10 — 2x) x
V' (x)

v
e

V(x) = 4x3 - 52x% + 160x My

2 3 /7 \

V’(x) =12x — 104x + 160

7

intayemn
_ 2 _ -120
0 =4 (3x2—26x + 40) v={I1 {53
0=4(3x—20) (3x—6)
3 s lHW

- Si tres lados de un trapecio miden cada uno 10cm como se
indica en la fig 1 cuenta debe medir el cuarto lado para que el
valor del material con que se fabrique sea max.

F. ] B J
4 By ]
I_."' & | T Py Ky R [ T
£ H i b i
i L i b &
F= =k |t—|—:|— 4
A=BE b Am = o= e —2
2 -
. - i R [ G gigim e 85 xw=1d
I 104 - 52
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.-'..':-él:-l".'f-r J=[x-]11 I|.l!:i
Tl
A= SR -7 Xy B=8
=il
A= 0 - = O = FER IR
AEr M- - i
b= Yozl Niomd
Al L | ;
4 & 0 AN XX
L
< 5 N 1

6.- Hallar las dimensiones del rectangulo de area maxima que
se puede inscribir en una circunferencia de radio S

IR
.
i L ¥
A
[
-".
"
=
ol s = om v B L
.r'
Fati deimmmna baiddasirs et s 0 dews e s Lo
Dwlafigess AB=d DOfleg Oksa
Ll i
P Paiperss 00 aF = OB - (AEF = al=] o1
T ]
SPSTINN. T PO . ST S

= et

wn Meemplapmciom A = 5w

R T
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Por lo tanto,

£ = -n,u'rqf.l ¥ = wll":iﬂ
7.-Hallar las dimensiones del depésito cilindrico sin tapa de 1
m? de capacidad, de manera que el costo del material con que

se fabrique se reduzca al minimo.

Traducido al lenguaje matematico, necesitamos una superficie

gue sea minima.

Graficando

[

/ alfen =1
i

Superficie = superficie lateral + superficie base.

La funcidn superficie S depende de dos variables ry h . debmos
hacer que dependa de una sola variable, para eso tomamos en

cuenta el otro dato.

Volumen = Im3 = ntr’h

1
Dedonde h=—

7 —

mr
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Sustituimos en la expresion de la superficie.

3 1 . =
S o PIr.——— + T = + TET
Y- T

= S(N=2rt+nr?

calculamos el minimo

R m.Jpmd =
%

Por lo tanto las dimensiones so

—
Fm}
L

" ;
(%) |

8.-Dos postes verticales de 15 y 20 m estan separados 21 m el
extremo superior de cada una, estan unido mediante un tirante
a una estaca situada en el suelo y en linea recta entre los postes
(En qué lugar debe colocarse la estaca para que el tirante tenga

una longitud total minima?
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I &1 Y

Ly=L1+ L2
Lrixim “Filex = ol o0 —x)° @ 400 481 — 8505 = g

Lrfai= B am + G = fux - 541

L fia= 5 + m ¥
. mr W Er— g
(2]
== 40y = 54
L] L] Fleg

T e -9k Tl

- Pl e
¥ e i_i:. + B4l

2K

xf — 42w b Bl Ind m ) — 40 = L4100 (220 + 0
xt=dix + 4l mxt=dlxt + G60xt = 24 Mx + 93221
1 Ton + P450s — 125 =
w o Sdx - 56T =

(3 + 63) (x=ymi
=6 x=%

iad
¥ 1
L't 8} bbb Ly B = W O
y -
H'mx'*/ Brmasfiflal
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3.44. Actividades de aprendizaje

- Para un correcto aprendizaje de esta unidad, se debe realizar
una lectura cuidadosa de cada uno de los temas tratados en su
totalidad.

- Para su auto evaluacion es recomendable que vuelva a

ejercitarse repitiendo los ejercicios desarrollados

3.45. Actividad de auto evaluacion.

- La resolucion de los ejercicios resueltos se la debe hacer paso
a paso, no mirar el texto, pero pudiendo utilizar el formulario.
Una vez finalizado el ejercicio compare el resultado obtenido

con el del texto, sino coinciden, repita el ejercicio.
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CAPITULO IV

LA INTEGRAL



4.1. Integracién: |

En el calculo diferencial hemos atendido a calcular las derivadas

de una funcion F'(x) — F(x) cuya operacion se denota:

Ay i

El problema del calculo integral de pende de la operacion,
inversa es decir hallar una funciéon F(x) cuya derivada sea F(x)
por lo tanto el calculo integral es la operacion inversa al calculo
diferencial si F(x) es la derivada de F(x) la diferencial de F(x)

se representan mediante el simbolo de F’(x) dx.

Por el diferencial de la variable dependiente podremos

remplazar.
Eiemnla-
7
1) - Fisi=x "
oy
dF[x =3y ™ adx

2} FixFsenx
dF (%)= cosxdx

) Frxmarcegs

dF(x)= 'ﬁ.,

de tal manera podemos del calculo integral.

La funcion F(x) que se obtiene se llama una integral de la
expresion diferencial dada, el procedimiento para hallar se
denomina integracion, la operacion se indica mediante el signo

]
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J F(x) dx = F(x)
Operaciones contrarias
Ejemplos:

1) Fixjex " Fixdy=dx’ dx, _{."-xd.*. ny’
7 FixEx 6 Fidx=sx’de [6xdi=x"
3) FixFsenx, Fix)dao=c0s xdx, |-.:|}5.1;|31 = $697%
i d

| gl |

1) Fixjmarctgx . F'(x)dx= — dr |ti.-:!t " aretg X

4.2. Constante de integraciéon

dix*)=3x"dx
f=.-].lr:d'-r=.~.':

dix® +3)= 3x e
!.M:f.ﬁ:*_— 43

dly’ —7)=3x"dr
I-.lT:fi'r'_ X -7

La constante arbitraria "C” se denomina constante de integracion,
y es una cantidad independiente de las variables de integracion
puesto que podemos dar a C cuantos valores que queramos,
es decir que las integrales de una F’(x) tiene una infinidad de

integraciones que solo difieren de la constante de integracion.
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[Fodx = Fxy+ ¢
d{x? =7)m xde
[3x ax mx' -7
J_E!-.'-."'rir =x' —¢

4.3. Féormula de integrales

1} [lcdte + v — )= fodua + [ v~ [ b
]]-_I- Y = o7 | ey

y il
vy = -
j el

‘I,'.
-ll_{ {;; =lnv+e

' F

I
: o

& _{n:.l Py ti!;.rl -

) _I--e"e'.!"-' = 4 e

EA [ :I-I.'HTI'-II'I =Ry TR

5 }-.r.r“'q'ﬁ' - '

o) _I-l:mn e = s +

4.4. Cambio de variable

J {5=6)" = 4oy

F=rtdr -

de = 4xldr |I ol = ll%_-
() v

4.5. Integracion por partes

Si u y v son funciones de la misma variable independiente
tomamos segun la segunda formula para la diferenciacion de un

producto.udv+vdu=d(uv)
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-|- Hrof = gy - !.mfl-r
v=xdr
v =dx v

4.6. Férmula de integracién por partes

Tal vez no podamos integrar u dv  directamente ero esta
férmula hace que su integracion dependa de dv y también de du,
que pueden ser formulas faciales de integracion. Este método
de integracion por partes es uno de los mas usados en el calculo

integral.

Ejercicios:
Hallar la integral de:  x Inx

u=Inx dv = x dx

hallar la integral de: & e [Ins m e [

IEEH

i
—_re
L 2t T
| B & "-?.-.fr
o " ] -.:I[.I"ﬂ'
_E_l._ R
_';_!""' i arh- o=
23
=[x 7. [ o e
" am]
= 4 -.]'.a-"’:.—*‘-.m bl
i —
——:"' "*"i["h‘“r
]
.I..!-'\.’cn"'.' .'g'-i'.'.;.. [ =
iy y i
...J"h = ..--:u- e
! -
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- I- X .'.F':r.!.
Vigificr 3 tipaaia
icegraciones
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{dy — 3y
I L o
.r.,.. el _ e
Ay — 0 - o F
Wiy mIlamil a -_.\_-._"l-r-l_.,.|_|
s Jomaalwm JEw b 11w Sl i 1w el = )
=l m iy m T Ey e el w Iy
- — e — it e s B e - 2w
=t e b E )= e B 20 )= 2
J-1I-| T i ‘-...'\._J- e o v
e — e+ 1b * x iv— 2l Alxeilb
= wrinly— 21— Zmis+ 1)+ © gy
-l
iwa ]k
B — Bl
2 [
4 v mx
artbremy
fy m ) L & v At
L ¥ amy
Ex+llx—1} x ix+1f Ix-—1)
i w3
Ly —EmaAe+ =11+ ddy—1i+eniy+10 b=l
= alx? — 1)+ B - xl ol + ) e=1

r |3y =3

!

LN

= T = ok e - Bk e
-l b ecles-bach-c

sl ir- IZI-JII

oy s iy 'r =]
¥

e
lr=1) iv=1)

=lkx+nlxz]li+hic-fi+ind
mlEa'l® = e

{hx + Bl
A% T e BN o AN

$5 =3 i & &
e rabatiuitr o b LI . L
Ay o B3y & Q) 1 [(2x w8 [Zxal)
An i 3 ATy o ANZa & 1) a BalZy = 10 e sl2y 4 3)

i

=arldr? = By + A= B2 4+ ) ol2Ze? - Xx)
S P G - e PO S T P e R
ol 2h e 2ol e BT o Boa B e Jer

o2y + Al2x 41

5wy iy sy
= if‘.ﬁ 3 &
(2% e 2w = 3]

w

B ——
il i

b= o
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4.6. Integral Definida

Para poder entender el teorema elemental del campo integral
debemos en primer lugar conocer que es la integracion

indefinida.

Si la curva AB de la funcion Y es el lugar geométrico Y=0(x)
y si u es la medida del area CDEF donde du=Yd(x) donde
remplazando en du= ®d(x))(1)

Nota: siendo el diferencial del area entre la curva del eje de las
x y segunda ordenada “du” si integramos la primera funcion

obtendremos que

_[n’.!r = _F{IJQ x)dy ¥ u =‘[tb[r}¢'ir

Si la integral de una derivada es igual a la funcion original mas

la constante de integracion:
cuando
u=0 X=a

0=f(x)+C 0=f(a)+C
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Donde f(x)=-C C=-f(a)

c=-f( [ = [®(x)de yu= [
De la segunda expresion

El area CDEF que se pide es el valor de u cuando y=ay b el area
sera la siguiente

Pasos jlq'-‘{;u]ﬁ‘- = fa+0, y= a0

| paso. -
P ve fivi- ] o= fixie =g

Integrar la expresion o funcion diferencial dada.
; 4
Ii paso. - | ¥ev o rambién [D{xdx

Remplazar la variable en esta integral indefinida en primer
lugar por el limite superior después por el inferior y luego restar
el segundo resultado del primero.

Ejemplo:

e o 47 ¢ :
_!I'-. -lT.'l.-'l-ri'l l'-ll-r;l-.-—l'\i-ﬂl..lﬂ

g =
j;-.'.l.a.n'l\. - |- LE mmcpy [l ecopd = 28

e

. :ll—nrr'.',g'—l
(=) - i
1 1
- --.ﬂ'H'r: - .ﬂ"H'rs I
I_lJ [E) =
“-l-l-f: l|:l
(1) id
45
=—0FR
(14
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Ejercicio 1. -

Hallar el area limitada por la parabola y=x2, en el eje de las x y

las ordenadas x=2 y x=4.
Dhaters

Ejercicio 2.-

Hallar el area limitada por el circulo en el eje de las x y las
ordenadas x=-3 y x=4.

Datos:
1
N e S,
g T Arwam '.E‘-v- Y Tf-"'v"-;l_
H 4 H 1Y
Ko Ilj—l.:-ul'.lrl'!.ll::-\.‘-ﬁ—lsn.'l'.'f'. --\;\.
i = 3168
e m—1
Vo g at o A
X ¥ i
E=EE Fil My
2|9 e, ]
| it N, &
M -
0 1
1
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Halar

] 1 .13 | [ 1 5

I j i 0 x i il g — a

Il'r1d- T = e 2 e = | e | —
4 2 4| 1 | 4 |
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