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PROLOGO

La investigacion operativa es un campo de la matematica
aplicada que juega un papel crucial en la resolucion
de problemas complejos en la toma de decisiones. A lo
largo de las Ultimas décadas, la necesidad de optimizar
recursos, gestionar la incerfidumbre y modelar fendmenos
reales con una precision rigurosa ha impulsado el desarrollo
de herramientas matemdticas avanzadas. Este libro,
Fundamentos Matemdticos de Investigacion Operativa:
Programacion Lineal, Hipdtesis y Series de Taylor, tiene como
objetivo proporcionar una base sélida y comprensible sobre
estos métodos, enfocados en su aplicacion en problemas
reales de investigacion y andlisis.

La obra estd dirigida tanto a estudiantes que inician su
camino en la investigacion operativa como a profesionales
que buscan ampliar su comprension de las técnicas
fundamentales que sustentan esta disciplina. A través de
tres capitulos bien definidos, el lector explorard desde el
modelado de problemas utilizando programacion lineal
hasta la construccion y aplicacion de hipdtesis estadisticas,
y la formulacion de la serie de Taylor como una herramienta
poderosa en el andlisis matemadtico.

Alo largo de este libro, se ha intentado que cada tema sea
accesible y Util para aquellos que se adentran por primera
vez en estos conceptos, pero también lo suficientemente
detallado para satisfacer a quienes ya fienen un conocimiento
previo. La matemdtica es una herramienta poderosa, y en
este libro se pretende mostrar como puede ser utilizada para
resolver problemas reales, optimizar procesos y hacer que las
decisiones basadas en datos sean mds efectivas.




INTRODUCCION

En el mundo moderno, la toma de decisiones informadas es
fundamental para el éxito de cualquier organizacion. Desde
la distribucion de recursos en una fdbrica hasta la gestion de
inventarios, pasando por la optimizacidon de rutas logisticas
y la planificacion financiera, las técnicas matemdticas
desempenan un papel clave en la mejora de la eficiencia
y la eficacia de los sistemas. La investigacion operativa,
como subcampo de las matemdticas aplicadas, se dedica a
desarrollar modelos y métodos que permitan enfrentar estos
problemas, utilizando herramientas cuantitativas y técnicas
computacionales avanzadas.

El libro Fundamentos Matemdticos de Investigacion
Operativa: Programacion Lineal, Hipotesis y Series de
Taylor, tiene como objetivo proporcionar a los lectores una
comprension solida de tres dreas fundamentales dentro de
la investigacion operativa y la estadistica: la programacion
lineal, el andlisis de hipdtesis y las series de Taylor. A través de
una combinacion de teoria y ejemplos prdacticos, buscamos
ofrecer a los estudiantes y profesionales una intfroduccion
completa a estas herramientas, mostrédndoles cémo aplicarlas
en contextos reales.

La programacion lineal (PL) es una de las técnicas mads
poderosas y ampliamente utilizadas en la investigacion
operativa. Este capitulo comienza con una infroducciéon a los
principios bdsicos de la PL, proporcionando una vision general
de coémo se utiliza para modelar problemas de optimizacién
donde los recursos son limitados. A lo largo del capitulo, se
exploran conceptos clave comolasrestricciones, las funciones
objetivo, y las soluciones optimas. También se presenta el
Modelo Metaltec, un caso de estudio prdctico que ilustra
como estas herramientas matemdaticas pueden ser aplicadas
a problemas reales, y se infroduce el software Metaltec, que
facilita la implementacion de estos modelos. Ademds, se
abordan técnicas de diseno experimental, permitiendo la
realizacion de pruebas controladas para validar hipdtesis y
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mejorar la toma de decisiones en entornos dindmicos.

La formulacidon de hipdtesis es esencial en cualquier
proceso de investigacion cientifica, ya que permite
establecer conjeturas que luego serdn probadas mediante
experimentacion y andlisis estadistico. Este capitulo explora
los diferentes tipos de hipdtesis, diferenciando entre hipdtesis
de frabajo y estadisticas. Se analiza coémo las hipotesis
sirven para orientar investigaciones y establecer bases para
la comparacion de tratamientos o variables, utilizando
herramientas como el andlisis de varianza (ANOVA). Los
lectores aprenderdn coémo desarrollar y probar hipotesis
estadisticas, lo que es clave para el andlisis de datos en
diversos campos, desde la investigacion clinica hasta los
estudios de mercado.

La serie de Taylor es una técnica matemdtica que permite
aproximar funciones complejas mediante polinomios,
facilitando su andlisis y computacion. En este capitulo, se
presenta la teoria de la serie de Taylor, mostrando cdémo
puede Ufilizarse para aproximar funciones geomeétricas,
exponenciales y trigonométricas. La serie de Taylor es una
herramienta esencial en el andlisis numérico, la ingenieria y
las ciencias aplicadas, ya que permite tfrabajar con funciones
complicadas de una manera mds manejable. A fravés
de ejemplos y representaciones matematicas, los lectores
aprenderdn como se construye y utiliza esta serie en diversas
aplicaciones.

Este libro estd disenado para ser una herramienta
educativa que sirva como base sélida en la comprension de
los fundamentos matematicos que sustentan la investigacion
operativa moderna. A lo largo de los capitulos, el enfoque
se mantiene prdctico, con ejemplos aplicados que facilitan
la comprension de los temas tratados y muestran cémo las
técnicas matemdaticas pueden ser utilizadas en situaciones
reales. Nuestro objetivo es que los lectores no solo adquieran
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conocimiento tedrico, sino también habilidades para aplicar
estos métodos de manera efectiva en sus dreas de interés
profesional o académico.

12
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MODELADO CON PROGRAMACION
LINEAL (PL)
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1.1. Generalidades

Entrelasherramientasytécnicasde ensenanzay aprendizaje
en alumnos de pregrado y postgrado y la educacion en
ingenieria de la administracion, los juegos de simulaciéon de
empresas estdn tomando un mayor protagonismo porque es
una técnica que incluye no sélo el contenido temdatico de una
discipling, sino fambién contenido de motivaciéon, de actitud
y sociales que dan el animador una herramienta docente
con mayores posibilidades de éxito porque los estudiantes o
los jugadores participan en el juego de la iteracidn con sus
colegas, la investigacion de herramientas y de experimentar
el proceso de toma de decisiones con menor riesgo, en
realidad, pero ciertas caracteristicas del mismo, que te hace
aprender jugando.

Estainvestigacion continda eltrabajoiniciado en el proyecto
Metaltec - Juego de empresas dedicadas a la cualificacion
de los directivos de las Micro y Pequenas Industrias (Rigonazgo
2007) citado por (Adams, Benitez, Guidek, & Dominguez, 2016)
donde se procedid arealizaruna mejora o perfeccionamiento
de las bases del juego, la incorporacion de metodologias,
la inclusion de temas en el modelo, la estandarizacion vy la
automatizacién de los procedimientos y mecanismos en el
juego Metaltec con el objetivo de crear un moédulo para el
procesamiento de programacion lineal (PL).

Los temas aplicados en esta investigacion y en las grupos
de jugadores sucesivas son de ingenieria economia, la gestion
de la produccion, la aplicacién de la programacioén lineal,
el andlisis y proyeccion de la demanda, el uso de flujo de
caja, costeo variable, las decisiones conjuntas y conceptos
integrados que se prueban conjuntamente o por separado,
aungue noslimitamos en este arficulo a presentarlosresultados
especificos de un médulo de programacion lineal que forma
parte del modelo de juego de empresa Metaltec consistente
en una metodologia para ensenanza de programacion lineal.

14
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1.2. Juegos de empresas.

En la literatura la conceptualizacion de juegos de empresa
fiene varios enfoques, entre ellas podemos decir que es
una técnica de ensenanza y aprendizaje basados en la
simulacion, es decir, la utilizacion de modelos para el estudio
de los problemas reales de naturaleza compleja (Ornellas
et al 2008), una actividad de formacion estructurada, con
un objetivo de aprendizaje (Kirby, 1995), también se define
como una actividad previomente planificada para afrontar
los desafios para los jugadores

(Gramigna 2000), un ejercicio de toma de decisiones en
torno a un modelo de operacion de negocios (Santos 2003),
y tfambién las técnicas de simulacidon que transporte a los
participantes a las situaciones especificas de la empresa, la
mejora de las habilidades técnicas, la comunicacion vy las
relaciones personales (Adams, Benitez, Guidek, & Dominguez,
2016).

En el nivel mds prdactico u operativo, el concepto de
juegos de negocios, estd basado en modelos matemdaticos
desarrollados para simular ciertos ambientes de las variables
clave de estos entornos (Kopittke 1992), “son abstracciones
de desarrollos matematicos simplificados relacionados con el
mundo delosnegocios” (Santos,2003),y “se basaenunmodelo
matemdtico especifico que abarca las caracteristicas fisicas,
tecnoldgicas, financieras, econdmicas, de una empresa real
en una forma simplificada” (Rabenschlag, 2005) citado por
(Adams, Benitez, Guidek, & Dominguez, 2016).

Para Kirchhof (2006) un juego puede ser descrito como
modelos matemdticos de simulacidon que ayuden en la
formacion de personas vinculadas a dreas que proporcionan
pruebas de las estrategias empresariales, las decisiones vy
evaluacion de las mismas.

Sobre la base de estas definiciones, juegos de negocios son

15
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modelos matemdaticos para simular una situacion empresarial
real expresado en forma simplificada, con el objetivo de
proporcionar a los jugadores los conceptos técnicos vy
metodologias de aprendizaje a través de los mecanismos de
aplicacion en apoyo del partido (Adams, Benitez, Guidek, &
Dominguez, 2016)..

En la literatura se observa que hay una importante
produccioén intelectual vinculada a la empresa de desarrollo
de juegos en Brasil, como en el mundo, hace tan poco de los
juegos desarrollados en PPGEP / UFSM, el juego de empresa
de basado en el método de la unidad la produccion de
Endeavor (Kirchhof 2006).

El juego JOgABC, que ilustra a los jugadores como una
empresa utiliza costeo ABC para mejorar sus procesos de
produccion (Rossato 2006), juego de simulacion de inversiones
en el mercado financiero (Portes, 2007), modelo matemdtico
de Andlisis de Inversiones de la Sociedad (De Paula Reis 2008)
y también el modelo utilizado en este estudio Metaltec - Juego
de empresa se centrd enla calificacion de los administradores
de las industrias pequenas y microempresas (Rigonazgo 2007)
que proporciona un modelo de informacion de cardcter
general basado en el comportamiento real de la industria
de aberturas y afines de la region de Santa Maria-RS (BR)se
caracteriza por estar constituido por Pymes.

1.3. Modelo Metaltec

Metaltec es un juego de micro y pequena empresq,
desarrollado en el Programa de Posgrado en Ingenieria
de Producciéon de la Universidad Federal de Santa Maria,
basada en la red de herrerias PYMES Unimetal, situado en la
Ciudad de Santa Maria, Rio Grande do Sul, Brasil. Metaltec
simula una rama industrial de herreria compuesta por PYMES,
la fabricacion de productos se realiza bajo pedido.

Varias empresas operan en esta demanda del mercado
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y compiten entre si, a través de las decisiones adoptadas en
cada corrida (Rigodanzo, 2007). La simulacion tiene como
objetivo reproducir las condiciones reales de la gestion de
dichas empresas.

Las dreas de produccion, las finanzas, recursos humanos
y comercializacion son considerados en el modelo, y todo
jugador debe tomar decisiones racionales por lo tanto
debe realizar un estudio detallado de los impactos de estas
decisiones enlosresultados empresariales que se lleva a cabo.

Existen 4 productos, de los cuales los jugadores no pueden
diferenciarse por la calidad, los productos son: las ventanas,
rejas, portones de contrapeso y puertas de seguridad. Los
aspectos financieros contemplados en el juego para animar
a los jugadores para optimizar los recursos para maximizar sus
ingresos.

A medida que el juego se desarrolla la toma de decisiones
estdinfluenciada por dos factores principales (Adams, Benitez,
Guidek, & Dominguez, 2016):

eLos resultados adoptados en periodos anteriores y que
sean conocidos por todas las empresas;

eLas perspectivas de los resultados que sus propias
decisiones o de ofros jugadores pueden aparecer en el
modelo de simulacidn en ejercicios futuros. En este segundo
factor variable el riesgo estd presente, y en la mayoria de
los casos, 1o0s jugadores deben ejecutar o desarrollar alguna
técnica o metodologia apropiada a los riesgos a que estdn
expuestos.

La dindmica del juego es sencilla, el animador (profesor)
propone las condiciones del juego, estableciendo las reglas,
fechas y componentes del juego, la figura siguiente presenta
el flujo de trabajo del juego Metaltec.

El juego de empresas Metaltec, simula el ambiente de
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una micro y pequena empresa, donde los lideres (el equipo),
dividen las tareas de gestion, cada miembro del equipo fiene
un conjunto de tareas relacionadas y coordinar las decisiones
con sus colegas.

Los equipos deben definir los objetivos para su empresa
en una fase inicial del juego, planteando las estrategias de
accion que deben adoptarse para alcanzar los objetivos
propuestos. Ellos deberian evaluar su posicidén sobre los
objetivos establecidos, debatir sobre el futuro de la compania
y sU posicionamiento con relacion a la competencia.

La toma de decisiones debe ser planificada, pues un mal
diagndstico de problema puede dar lugar a consecuencias
inesperadas, incluso si estd seguro de que la aplicacion de
soluciones aparentemente correcta.

Figura 1.1. Algoritmo Modelo Metaltec

ANIMADOR (Manual del jugador + INICIC
del juego)

s

JOGADORES /EMPRESAS
o
ANIMADOR
SIMULADOR METALTEC

2

RESULTADOS

Fuente: (Adams, Benitez, Guidek, & Dominguez, 2016)
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El juego incluye una serie de decisiones (Figura 1.2) que
abarcan la compra de materias primas (hierro, aluminio,
cerraduras y accesorios), el mantenimiento y la inversion en
activos fijos, la contratacion y el despido de funcionarios,
o la capacidad de produccion de mdaquinas y RRHH vy las
inversiones.

El software entrega informes generales y particulares con
informacién del mercado y las empresas, también revistas o
peridodicos con cambios en el mercado. Mientras que recibe
en cada jugada las decisiones de cada equipo o0 empresa.

Figura 1.2. Juego Metaltec

Fuente: (Adams, Benitez, Guidek, & Dominguez, 2016)
1.3.1.Metaltec software

El juego Metaltec software, es un sistema de informacién
que incorpora metodologias para la gestion del juego
de empresas Metaltec con el objetivo fundamental de
proporcionareldocente o coordinador, la planificacion formal
de la administraciéon del juego, permitiendo la incorporacion
de instrumentos tedricos y prdacticos ingenieria de produccion
y, por Ultimo, la automatizacion de la dindmica del juego en
los aspectos operacionales, tales como la recepcion de las
decisiones, informes y la fransmisién de informacidén y consulta
con los jugadores, la siguiente figura muestra la interfase del
juego de empresa.
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Figura 1.3. Interfase del Juego Metaltec

« Camvngat o b jomatins

Fuente: (Adams, Benitez, Guidek, & Dominguez, 2016)

La metodologia de este estudio es la descripcion de tareas,
técnicas, etapas y procedimientos realizados para elaborar,
proponer, evaluar y validar el modelo juego de empresas
Metaltec, porlo que este parte se presenta la caracterizacion
de la investigacion, los mecanismos y técnicas para crear
el modelo, las fases de investigacion y las aplicaciones
posteriores del modelo.

La investigacion se ordend y desarrollo considerando las
siguientes eftapas (Adams, Benitez, Guidek, & Dominguez,
2016):

1. Preparacién: fue la etapa inicial y en los que hemos
aprendido el juego, fui primero en la disciplina, Temas
Especiales en Ingenieria de Produccion: los juegos de
negocios PPGEP-UFSM, que se aplico en el primer juego en la
bUsqueda de Rigonazgo, 2007. En este contexto, continia con
esta linea de investigacion. Entre los problemas observados
es la normalizacion y la mejora de las metodologias para un
juego muy interesante como el Metaltec, a partir de la cual
se define:

*Definicion del Problema de Investigacion

*Definicion de los objetivos generales y especificos y los
meétodos para construir y poner en prdactica el modelo.
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*Definicion de la hora de crear el juego vy la disponibilidad
de clases para su aplicacion.

2. Definicién: La definicion de la investigacion fue una
revision importante sobre todo en los juegos de las empresas
existentes en Brasil y cOmo se aplican.

e Revision de la Literatura de Juegos de empresas, las
metodologias utilizadas en la creacion y normalizacion de los
juegos.

e Revision de la Literatura y las aplicaciones de software
para juegos en la investigacion académica.

3. Readlizacion preliminar: fue la construccion del modelo,
algunos conceptos y metodologias utilizadas.

*Definicion del modelo propuesto, en particular la
metodologia aplicada en el modelo, el mecanismo de
normalizacién y de su funcionamiento. -También se definen
todas las cuestiones o conceptos en el modelo, tratando de
incorporar o mejorar las herramientas simples y anadir mas
compleja.

eComenzar la aplicacion del modelo en diferentes clases,
cada una de las caracteristicas, especialmente en el aspecto
del conocimiento, y cada uno de ellos con una solicitud por
separado.

4. Producto final: el final de ejecucion se analiza las
solicitudes, cada una segun la informacion disponible y la
necesidad de cada uno de ellos.

«Sistema de Andlisis Metaltec donde los problemas
se consideraron en la demanda, el comportamiento
de las variables, la observacion de las necesidades y el
comportamiento de los animales es también la opinidon de los
jugadores.

*Mejoras y propuestas de modelo: a partir de toda la
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informacién disponible, y una vez que las aplicaciones se
realizan algunas mejoras en el funcionamiento del modelo,
tratando de incorporar una vez para cada aplicacion.

Los procedimientos para la construccion del modelo son:

eEstudiar y analizar el modelo de herreria en el modelo de
Microsoft Excel.

eEstablecimiento del diagrama de flujo de cémo explicar
la secuencia de instrucciones en algoritmos y programas.

e Construccioén de tablas de la base de datos en Excel para
analizar el comportamiento del sistema.

*Diseno del sistema visual. Establecimiento de principios
bdsicos y generales, en lenguaje Visual Basic Proyect 6.0 y la
base de datos y los formularios de solicitud estan disenados
con Excel.

*Programacion y definicion de las variables.
* Definicion de los procedimientos e instrucciones.

*Definiciones y redaccion de manuales de usuario, los
jugadores, las herramientas y el sistema de apoyo.

°La mejora continua y las pruebas de funcionamiento
durante la ejecucion del juego.

Debido a la complejidad del modelo y los elementos
utilizados en esta investigacion, modelado, metodologias
y temdticas globales, las aplicaciones se realizan mediante
el desarrollo de la construccidon del modelo en el que se
evaluan los distintos elementos y en parte a la discrecion de
los investigadores teniendo en cuenta la conveniencia vy la
disponibilidad de clases la solicitud.

La primera aplicacion del modelo se evalud el desempeno
del modelo original que la metodologia de estudio que
representa el flujo de trabajo deljuego, la decision de examinar
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las formas de entrada automdtica de datos y problemas de
aplicacion de la partida. Todo esto por la observacion de los
problemas y los elementos encontrados en el juego de ir y
analizar el comportamiento de las variables.

El juego se llevd a cabo en la clase de posgraduados,
segundo semestre de 2007 - PPGEP - UFSM - |la disciplina de los
negocios de juegos con 6 equipos (uno es el regulador) y 14
jugadores (Adams, Benitez, Guidek, & Dominguez, 2016).

En la segunda aplicacion del juego se centré en la
incorporacion de técnicas de investigacion operativa
especificamente paraprogramacionlineal,laconstrucciondel
sistema de apoyo a la decision para determinar la demanda
de herramientas para el andlisis de fendendescuento, el flujo
de caqja, ingresos, inversiones.

El procedimiento es pedir a los jugadores para crear un
modelo que puede ser implementado en el juego con el
Metaltec y evaluar la posibilidad de incluir en el juego.

El juego se ha aplicado a una clase de la disciplina de
la investigacion operativa de la carrera de licenciatura en
Administracion de Empresas de la Universidad Nacional de
Misiones - Argentina, el primer semestre de 2008 con 6 equipos
(uno es el regulador) y 18 jugadores.

En esta segunda aplicaciéon se procedid a evaluar a los
alumnosen el aprendizaje de PL, presentando una clase previa
de optimizacion mediante el andlisis simbdlico y la resolucion
de situaciones de varios casos de estudio (asignacion, mezcla,
transporte, fuerza de ventas) con el uso Solver de Excel. Con
esta metodologia se evalud la aplicacion de Solver en el
modelo Metaltec.

1.4. Desarrollo del modelo de Programacion Lineal:

EnInvestigacion Operativa, los problemas de programacion
lineal (LP) son problemas de optimizaciéon en la funcion
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objetivo y las restricciones son lineales.

La programacion lineal es una ftécnica importante de
la optimizacidon y muchos de los problemas prdcticos
en investigacion de operaciones se pueden expresar
como problemas de programacion lineal. Algunos casos
especiales de programacion lineal, tales como problemas
de redes, transporte y asignacion se aplican a problemas
de produccidon lo que ha generado un gran desarrollo en
algoritmos especializados para sus soluciones como también
innumerables aplicaciones en la gestion de la produccion.

La Programacion Lineal es un procedimiento o algoritmo
matemdtico mediante el cual se resuelve un problema
indeterminado, formulado a fravés de ecuaciones lineales,
optimizando la funcién objetivo, también lineal. Consiste
en opfimizar (minimizar o maximizar) una funcion lineal,
denominada funcion objetivo, de tal forma que las variables
de dicha funcidén estén sujetas a una serie de restricciones que
expresamos mediante un sistema de inecuaciones lineales
(Adams, Benitez, Guidek, & Dominguez, 2016).

La opcidn Solver en Excel se puede utilizar para resolver la
optimizaciéon lineal y no lineal, sujeta a restricciones lineales
que contienen a las variables de decision. Solver se puede
utilizarpararesolver problemas conun mdximo de 200 variables
de decision, las limitaciones de 100 y 400 las limitaciones
implicitas simple (limites inferior y superior y / o restricciones en
las variables de decision conjunto).

En cuanfto al modelo general de programacion lineal
propuesto a los alumnos, se ha planteado un problema
general donde pueden plantear tanto una maximizacion
de ganancias como una minimizacion de costos ya que el
modelo Metaltec permite calcular tanto los costos como
las utilidades de la empresa y sujeta a las restricciones de
recursos humanos (técnicos), maquinarias, materias primas
disponibles, financiero, entre otros.
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La siguiente figura muestra el modelo general propuesto,
dejando la absoluta libertad a los mismos para plantear.

Figura 1.4. Modelo general propuesto

Funcidn Objetivo

z=3c, X,

J=1

Sujeto a las siguientes restncciones

2.8, X, (£,2,=)4
J=1 imi

X, 20,todo .

Fuente: (Adams, Benitez, Guidek, & Dominguez, 2016)

El modelo Metaltec de programacioén lineal encarado por
los alumnos es un modelo con 4 variables “Xi"” que permiten
calcular la cantidad de cada producto a elaborar por la
empresa y que para la mayoria de los grupos se representa
con la figura siguiente, presentada mds abajo (Adams,

Benitez, Guidek, & Dominguez, 2016).

Figura 1.5. Modelo Metaltec de programacion lineal

|  Funcion Objetivo |
Tox

|8uje130 alas restriccionesi
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A X =512 51
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1.5. Diseno experimental

Segun (Padrén, 1996), debido ala variabilidad de variables,
para evitar que un fratamiento sea favorecido o puesto en
desventaja en forma sistemdatica en sus repeticiones, Fisher
ided la técnica de aleatoriedad, cuya finalidad es dar una
estimulacion insesgada del error experimental. Es decir, la
aleatoriedad tiende a destruir la correlacion entre errores y
hacer vdlidas las pruebas de significacion. El ejemplo mas
palpable es la rifa de un objeto, pues si se colocan papeles
o fichas numeradas en un recipiente y se supone que estdn
completamente mezcladas, cualquier secuencia en que
salgan se considera aleatoria. Cuando el investigador tiene
pocos tratamientos recurre a esta técnica. No obstante, es
recomendable usar una tabla de niUmeros aleatorios.

1.5.1. Andlisis de varianza de una variable

El Andlisis de Varianza, ANOVA, ADEVA, ANDEVA, ANVA,
AVAR, ANOVA de Fisher, Andlisis de Varianza de Fisher 6, segun
terminologia inglesa, Analysis of Variance es una prueba
utilizada para contrastar la hipdtesis que varias medias son
iguales debido al uso de la distribucion F de Fisher como parte
de su conftraste.

Fueron ideadas por Sir Ronald Aylmer Fisher en 1925 vy
son una de las pruebas mds importantes de la estadistica
actual. Es una extension de la prueba T para dos muestras
independientes. Por tanto, sirve para estudiar la incidencia
de una variable nominal u ordinal (categdrica) con mads
de las alternativas, en una variable de intervalo o de razdn
(cuantitativa).

Si las medias de las poblaciones son iguales, las medias de
muestras de grupos serdn parecidas, por lo que las Unicas
diferencias serdn las atribuidas al azar y el valor del estimador
F serd 1. Si las medias poblacionales son diferentes, el valor
serd mayor que 1, tal que serd mas alto conforme mayor sea
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la diferencia.

De acuerdo con (Vicéns, Herrarte, & Medina, 2005), el
andlisis de varianza puede contemplarse como un caso
especial de modelizacién econométrica, donde el conjunto
de variables explicativas o exdgenas son ficticias y la variable
dependiente o enddgena es continua.

En estas situaciones, la estimacion del modelo significa
la realizacion de una ANOVA cldsico, con amplia tradicion
y Uso en estudios o disenos experimentales. Una ampliacion
a este planteamiento se presenta cuando se dispone de
una variable de control que permita corregir el resultado
del experimento mediante andlisis de covariancia respecto
a variable de estudio. Entonces, se calcula un andlisis de
covarianza o, también, llamada ANCOVA.

El ANOVA parte de algunos supuestos o hipdtesis que han
de cumplirse:

* Lavariable dependiente debe medirse al menos a nivel
de intervalo.

* Independencia de las observaciones.

* La distribucion de los residuales debe ser normal.

* Homocedasticidad (homogeneidad de varianzas).
1.5.2. Tipos de modelos

Los tipos de modelos que existen en ANOVA son:

*Modelo . Efectos fijos, Sistemdtico o Paramétrico-: Se aplica
a situaciones en las que el experimentador ha sometido al
grupo o material analizado a varios factores, cada uno de los
cuales le afecta sélo a la media, permaneciendo la “variable
respuesta” conuna distribucion normal. Este modelo se supone
cuando el investigador se interesa Unicamente por los niveles
del factor presentes en el experimento, por lo que cualquier
variacion observada en las puntuaciones se deberd al error

27




FUNDAMENTOS MATEMATICOS DE INVESTIGACION OPERATIVA

Programacidn Lineal, Hipdtesis y Series de Taylor

experimental. Puede fomar pocos o muchos valores o niveles,
a cada uno de los cuales se asignan los grupos o muestras.

Si se toman K niveles del factor, a cada uno se asignan
las muestras y las inferencias se refieren exclusivamente a
los K niveles y no a otros que podrian haber sido incluidos,
el ANOVA se llama de efectos fijos. El interés del diseno se
centra en saber si esos niveles concretos difieren entre si. Se
aplican en investigaciones de Ciencias sociales.

* Modelolll. Efectos aleatorios o Componentes de Varianza-:
Los modelos de efectos aleatorios se usan para describir
sifuaciones en que ocurren diferencias incomparables en
material o grupo experimental. El eiemplo mds simple es el de
estimar la media desconocida de una poblacion compuesta
deindividuos diferentesy en el que esas diferencias se mezclan
con los errores del instrumento de medicion.

Este modelo se supone cuando el investigador estd
inferesado en una poblaciéon de niveles, tedricamente infinitos
del factor de estudio, de los que Unicamente una muestra al
azar (t niveles) estdn presentes en el experimento. Cuando los
niveles son muchos y se seleccionan al azar K niveles, pero las
inferencias se desean hacer respecto al total de niveles.

La idea bdsica es que el investigador no fiene interés
en niveles particulares del factor. Se aplican en disenos
experimentales con muestras.

Modelo lll. Efectos mixtos: Cuando se utilizan dos
factores, cada uno con varios niveles, uno de efectos fijos y
otro de efectos aleatorios. Se aplica en casos con uno o mds
factores de clases anteriores.

Las principales partes o fracciones de Andlisis de Varianza
de Fisher pueden variar, segun el Diseno Experimental que
se trabagje. Sin embargo, el ANOVA estd particionada en los
siguientes componentes explicativos:

28




FUNDAMENTOS MATEMATICOS DE INVESTIGACION OPERATIVA

Programaciodn Lineal, Hipdtesis y Series de Taylor

Factor de Variacion o Variation factor: indica el
elemento o factor a estudiar dentro del ANOVA. Por ejemplo:
Efecto total, Efecto tratamiento, Bloques (repeticiones), Factor
A (Trat. Trio), Parcela Grande, Sub Parcela, Error A, Factor B
(Trat. 2rio), Error B, Factor C (Trat. 3rio), Error C, Interacciones
doble AB, AC, BC, triple ABC, cuddruples ABCD, Prueba de
Contrastes Ortogonales, Polinomios Ortogonales y/o Efecto
Total.

Grados de libertad o Degrees of freedom: Son el nUmero
de Contrastes Ortogonales menos el nUmero de restricciones
impuestas, que pueden hacerse en un grupo de datos.

Los grados de libertad pueden descomponerse al igual
que la suma de cuadrados en Gl total = Gl entre grupos o
Tratamientos + Gl dentro de grupos o Error; aunque, sus
divisiones pueden aumentar segun el diseno experimental
que se trabaje. Por ejemplo: Efecto total, Efecto tratamiento,
Bloques (repeticiones), Factor A (Trat. 1rio), Parcela Grande,
Sub Parcela, Error A, Factor B (Trat. 2rio), Error B, Factor C
(Trat. 3rio), Error C, Interacciones doble AB, AC, BC, ftriple
ABC, cuddruples ABCD, Prueba de Contrastes Ortogonales,
Polinomios Ortogonales y/o Efecto Total. SimultGneamente,
denota la significacion entre tratamientos cuando se calcula
o estima el cociente de dividir la suma de cuadrados entre
numero de grados de libertad.

Suma de cuadrados o Sum of square: indica la variacion
parcial o total de un conjunto de muestras de cada elemento
o factora estudiardentro del ANOVA. Se puede descomponer
en Suma de Cuadrados del Factor de estudio (SC), nUmero
real relacionado con varianza que mide la variacion debida
al “factor”, “tratamiento” o tipo de situacion estudiado,
Suma de Cuadrados del Error de estudio (SC), nUmero real
relacionado con la varianza que mide la variacion dentro de
cada “factor”, “tfratamiento” o tipo de situacion y/o Suma de
Cuadrados del Total de estudio (SC+SC_((Suma de Cuadrados
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de Error ))), nUmero real relacionado con la varianza que
mide la variacién total.

F Calculada o F value: El estadistico F de Snedecor estd
asociado a un nivel critico de probabilidad de obtener
valores, como el obtenido o mayores. Si éste es mayor al
nivel de error asumido, habitualmente 95 % de confiabilidad
estadistica, error 6 nivel de significancia (a) igual a 0.05,
se interpreta “con base en resultados obtenidos de datos
muestrales (poblacionales), no se acepta hipdtesis nula, que
indicaigualdad de medias de tfratamientos Hypy ==y =p=~=y
(Howm =, =pu3=w, == NO se rechaza la alternativa, que indica

diferencia de al menos una media de tratamiento respecto
al resto (Ha: 13 # pjparaalgini # j o Hy: 13 # 0 para algtn i)”

Con diferencia parcial respecto a (Gujarati & Porter, 2010)
que afirman “con base en una prueba de significancia, como
prueba t, se dice “aceptar” la hipdtesis nula, todo lo que se
afirma es que, con base en la evidencia dada por la muestra,
no existe razén para rechazarla, no se sostiene que la hipdtesis
nula sea verdadera con absoluta certeza” y, de acuerdo con
(Kmenta, 1971) y (Gonzdlez, 1985), “de la misma manera que
un fribunal se pronuncia un veredicto de “no culpable” en vez
de “inocente”, asi la conclusion de una prueba estadistica es
“no rechazar” en vez de “aceptar”.

Esto se basa, en parte, en las siguientes razones:

(Wackerly, Mendenhall lll, & Scheaffer, 2010) senalan “la
probabilidad a recibe el nombre de nivel de significancia o,
en forma mas sencilla, nivel de prueba. Aun cuando se

recomiendan con frecuencia pequenos valores de o, el valor
real a para usar en un andlisis es un tanto arbitrario.

Sinembargo, p- value es el nivel de significancia alcanzado,
relacionado conuna pruebay esun estadistico querepresenta
elvalormds pequenode pca el cuallainformacion muestral
indica que Hy puede ser rechazada. En cierto sentido, p-value
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permite al lector de la investigacion evaluar la magnitud de
la discrepancia entre datos observados e Hy".

(Navidi, 2006) afirma “si se rechaza Ho se concluye que
era falsa, en cambio si H, no se rechaza no se concluye
que Hy es verdadera, pues sdlo se puede concluir que Hyg
es factible, pero nunca se puede llegar a la conclusién Hg
es verdadera debido a que, por un lado, el estadistico de
prueba es consistente con hipdtesis Hy y estd un poco en
desacuerdo conHgtal que la Unica cuestion es si el nivel de
desacuerdo medido con p-value es suficientemente grande
para presentar H,como no factible y, por ofro lado, una regla
general conveniente, considerando p-value como menor
qgue un umbral especifico, indica rechazar o no aceptar H_0
cada vez que p<0.05, interpretando que es "estadisticamente
significativo”; aunque, este criterio no tiene ninguna base
cientifica y, ademds, ésta es una mala prdctica por varias
razones:

1.No proporciona ninguna manera de decir si p-value era
apenas menor que 0.05 o si era mucho menor,

2.Notificar que un resultado era estadisticamente
significativo a un nivel de 5% implica que hay gran diferencia
entre p-value justo debajo de 0.05 y uno justo arriba de 0.05,
cuando efectivamente hay una diferencia pequena,

3.Un trabajo asi no permite al lector decidir por ellos
mismos si p-value es suficientemente pequeno para rechazar
o no aceptarHy . Por ejemplo: Si un lector cree que .... no
debe rechazarse a menos que p<0.01 entonces informar
que solamente que p<0.05 no permite al lector determinar si
rechaza o no acepta o acepta o no rechaza Hy,

4 Valores pequenos de p-value senalon que H, es
improbable que seaverdaderaq, talque estentador pensarque
p-value representa la probabilidad que H,, sea verdadera. No
obstante, la verdad o falsedad de Hy no se puede cambiar
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mediante la repeticion del experimento; por lo tanto, no es
correcto hablar de “probabilidad” que H, sea verdadera,

5. La clase de probabilidad que analiza si no se rechaza o
no se aceptaHy, Util solamente cuando se aplica aresultados
que pueden resultar en formas diferentes cuando se repiten
experimentos debido a que para definir el p-value como
probabilidad de observar un valor extremo de un estadistico
como X, pues su valor podria ser diferente si el experimento
se repite, se llama probabilidad frecuentista (la frecuencia de
un suceso en una muestra se define como el cociente entre
numero de veces que ha ocurrido el suceso en la muestra y el
tamano de la misma.

Empiricamente, se observa que al ir aumentando el
tamano de una muestra, la frecuencia de sucesos fiende
a estabilizarse de un nUmero fijo tal que se ha denominado
como ley de estabilidad de frecuencias o ley Unica del azar
y ese numero ideal, limite que alcanzaria la frecuencia de un
suceso si se obtuviera una muestra infinita del experimento
es el primer concepto de probabilidad de un suceso tal
que esta interpretacion, frecuentista desarrollada a partir
de conceptos de probabilidad y se centra en el cdlculo de
probabilidades y contrastes de hipdtesis, sigue siendo la mas
ampliamente usada y ha inspirado el desarrollo formal de |la
teoria del cdiculo de probabilidades tal que la probabilidad
de un suceso va ser una medida del subconjunto del espacio
muestral que corresponde a este suceso y las interpretaciones
de esa medida constituirdn distintos modelos probabilisticos
de la realidad. Por Ultimo, (Triola, 2004) afirma “si bajo un
supuesto dado, la probabilidad de un suceso observado
particular es excepcionalmente pequena, concluimos que el
supuesto probablemente no sea correcto”),

6. La probabilidad subjetiva, que se basa en la creencias
e ideas en que se realiza la evaluacion de probabilidades y
se define como en aquella que un evento asigna el individuo
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basdndose en la evidencia disponible con base en su
experiencia; es decir, es una forma de cuantificar, por medio
de factores de ponderacion individuales, la probabilidad de
que ocurra cierto evento cuando no es posible de cuantificar
de otra manera mas confiable, calcula la probabilidad que
un enunciado, como H,, sea verdadero y es importante en la
teoria de Estadistica Bayesiana (es un subconjunto del campo
de la estadistica en la que la evidencia sobre el verdadero
estado del mundo se expresa en términos de grados de
creencia o, mds especificamente, las probabilidades
bayesianas.

Es s6lo una de una serie de interpretaciones de la
probabilidad y hay otras técnicas estadisticas que no se
basan en “grados de creencia”. La inferencia bayesiana es
un enfoque de la inferencia estadistica, que es distinta de la
inferencia frecuentista. Se basa especificamente en el uso de
probabilidades bayesianas al resumir las pruebas.

La formulacion de modelos estadisticos para su uso en la
estadistica bayesiana tiene la caracteristica adicional, no estd
presente en otros tipos de técnicas estadisticas, que requiere
la formulaciéon de un conjunto de distribuciones previas para
los pardmetros desconocidos, sus consideraciones habituales
en diseno de experimentos se extienden en el caso de
diseno Bayesiano de experimentos para incluir la influencia
de las creencias anteriores y requiere ciertas técnicas
computacionales modernas para la inferencia bayesiana,
como diversos tipos de técnicas Monte Carlo de cadenas de
Markov, pues segun (Wackerly, Mendenhall lll, & Scheaffer,
2010), las pruebas de hipodtesis se pueden abordar desde una
perspectiva de Bayes con base en informacion previo a datos
acerca de un pardmetro para su distribucion posterior.

En consecuencia, se estd interesado en probar que el
pardmetfro 6 se encuenfra en uno de dos conjuntos de
valores oy 2, Cuando se pruebe Hy:0ey, contraH,:8e,
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, usando método de cdlculo de probabilidades posteriores
seriaPx(8ef)y) yP+(Be,) aceptando la hipdtesis con mds alta
probabilidad posterior; es decir, aceptar Hy si P+(8ely) >P+(Bel,)
o aceptar H, si Px(08ef,) >Px(8eQy))y7)Si un resultado tiene
un p-value pequeno se dice que es “estadisticamente
significativo”, representa “importante” y, en consecuencia,
resulta tentador pensar que resultados estadisticamente
significativos siempre son importantes.

No obstante, a veces este tipo de resultados no
tienen importancia cientifica o prdctica. Entonces, un
resultfado puede ser estadisticamente significativo sin ser lo
suficientemente grande para tener importancia prdctica,
pues una diferencia es estadisticamente significativa cuando
es grande comparada consu o 0 s €, incluso, cuando c o s es
muy pequena puede ser estadisticamente significativa.

Por lo tanto, p-value no mide la significancia prdctica,
sino el grado de confianza que se puede tener que el valor
verdadero es muy diferente del valor especificado por H_0
tal que cuando p-value es pequeno se tiene la confianza
que el valor verdadero es, en verdad, muy diferente, pero no
implica que la diferencia sea lo bastante grande para que
tenga importancia prdctica”.

-(Anderson, Sweeney, & Williams, 2006) sostienen ‘“en
una prueba de hipdtesis sélo se puede tomar una de dos
decisiones: aceptar o rechazar Hy . En lugar de “aceptar” Hy
algunos investigadores prefieren enunciar la decision como
“No se rechaza Hp ", “No se puede rechazar He " o, también,
“Los resultados muestrales no permiten rechazar H,. .

Enpruebasde hipdtesis p-value, proporcionala probabilidad
de obtener, suponiendo que H, sea verdadera, un valor
muestral estadistico de prueba tan extremo, por lo menos o
mdAds extremo, como el obtenido tal que p-value compara la
probabilidad con el nivel de significancia”.
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Porlo tanto, sino se acepta H, - €l siguiente paso es efectuar
la prueba de significancia entre medias de tratamientos con
el fin de conocer cudl o cudles son estadisticamente mejores.

-(Triola, 2004) afrma “estadistico de prueba es un valor
calculado a partir de datos muestrales, que se usa para
tomar la decision sobre rechazo de Hy . Por lo tanto, sirve para
determinar si existe evidencia significativa en contra de Hy, .
o es la probabilidad de obtener un valor del estadistico de
prueba que sea almenos tan extremo como el que representa
a datos muestrales, suponiendo que Hy es verdadera.

Algunos libros dicen “aceptar Hy " en vez de *no rechazar
Hy ", pero no se estd probando Hy , sea que use el término
“aceptar” o “no rechazar”, tal que Unicamente se afirma
que la evidencia muestral no es lo suficientemente fuerte
como para justificar el rechazo de Hy . El término “aceptar”
es un poco confuso, pues parece indicar incorrectamente
que Hy ha sido aprobada tal que la frase “no rechazar”
indica correctamente que la evidencia disponible no es lo
suficientemente fuerte para justificar el rechazo de Ho .

Pr(>F) o p-Value: Es la probabilidad de observar un valor
muestral tan extremo o mds extremo que el valor observado
dado que Hg es verdadera o es una manera de expresar la
probabilidad Hy no sea verdadera. Complementariamente,
Pr(>F) es el nivel de probabilidad que Ha caiga en la zona de
rechazo o, complementariomente, no hay ninguna diferencia
entre los dos grupos o no hay correlacion enfre un par de
caracteristicas.

Segun (Gujarati & Porter, 2010), p-Value, valor de
probabilidad, nivel observado, exacto de significancia
o probabilidad exacta de cometer error fipo |, estima la
probabilidad real de obtener un valor del estadistico de
prueba tan grande o mayor que el obtenido en un ejercicio
o, en otras palabras, es el nivel de significancia mds bajo al
cual puede rechazarse una hipdtesis nula, mientras que Leek
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y Peng afirman que Pr(>F) o p-Value es la cima del iceberg:

Figura 1.6. Data Pipeline

DATA PIPELINE

The design and analysis of a successful study
has many stages. all of which need policing.

e ]
< —

e

Summary statistics

Statistical modelling

Exploratory data analysis
Data cleaning

Data colliection

Experimental design

Fuente: (Leek & Peng,7201 5)

Sin  embargo, afrman “no hay ninguna estadistica
mds calumniada que el p-Value. Incluso, investigadores
que supervisan el andlisis de datos deberian exigir de sus
instituciones completar la formacidén en comprension de
resultados y posibles problemas con un andlisis e, incluso, la
investigacion estadistica se centra en gran parte en Estadistica
matemadtica, exclusion de procesosinvolucrados en andlisis de
datos y comportamiento tal que para resolver este problema
mds profundo se estudiar coémo la gente realiza andlisis de
datos en el mundo real”.

De acuerdo con la publicaciéon “Estadisticos emiten alerta
sobre maluso de Pr(>F) o p-Value”y (Wasserstein & Lazar, 2016)
“el valor de P es una prueba comun para juzgar la fuerza de
la evidencia cientifica, contribuye al nUmero de resultados de
la investigacion que no puede ser reproducido, la asociacion
estadistica americana (ASA) advierte en un comunicado
publicado hoy.

El grupo ha tomado el paso inusual de emitir principios para
guiar el uso del p-Value, que dice no se puede determinar si
una hipdtesis es verdadera o si los resultados son importantes.
En su comunicado, la ASA informa a investigadores evitar
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conclusiones cientificas o tomar decisiones de politica
basadas solo en valores p.

Los investigadores deben describir no sélo el andlisis de
datos que produjo resultados estadisticamente significativos,
la sociedad dice, pero todas pruebas y decisiones en
cdlculos. De lo contrario, pueden parecer falsamente robustos
resultfados.

El mds pequeno el valor de p-Value indica menos
probabilidad que un conjunto observado de valores
ocurra por casualidad, suponiendo que la hipdtesis nula es
verdadera. Un valor de p<0.05 se toma, generalmente, para
expresar que un resultado es estadisticamente significativo y
garantiza la publicacion o hay 95% de probabilidad que una
hipdtesis dada es correcta.

Pero no es necesariamente verdadero, segun notas de
instruccion de ASA. En cambio, significa sila hipdtesis nula (Hg
segun (Lind, Marchal, & Mason, 2006), Hg se lee “H subindice
0", pues H significa hipotesis y el subindice 0 senala “no hay
diferencia”.

En cambio, Hi o Ha , leido como “H subindice 1 o a”
senala que “al menos 1 es diferente respecto al resto de los
tratamientos”. La demostracion matemdatica que lo sustenta
se encuentra en la siguiente nota al pie y da razén que exista
Hy e H,en una prueba de dos colaos.

Ademds, con base en una muestra de una variable
aleatoria X de ley Po en decidir entre dos hipotesis:
Hy: B € By iiiipbresisnuia opeiviieaiaday Y5z 0 €0 fhisbresdssiternaivaoaiternsy tOll que
6,U8, =0y 8,n0, =0 Sid, y d, representan, respectivamente,
las decisiones de no rechazar HyoH; yD ={d,,d,}.

Entonces: sea x.q - EcRr una variable aleatoria de ley
P_6. Se llama “Prueba de Hipotesis Pura™ o test puro a toda
aplicaciéon: @: E» — Dtal que . ¢ equivale a particionar E" en
dos conjuntos: W = ®~1(d,) = {xe€E":sise observax,no se acepta Hy}
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Y W€ =0¢"1(d;) = {x e E":si se observa x, no se rechaza H,}.

El nombre de Hy proviene que H, se asumird como
verdadera, salvo que datos muestrales indiguen su falsedad.
Nula debe entenderse como neutra. H_0 nunca se considera
probada o demostrada, salvo estudiando todos los datos de
la poblacion, puede diferiren un valor pequeno imperceptible
para el muestreo, que puede ser imposible; aunque, puede
Nno ser aceptada por los datos.

Con base en esto, no se debe afiimar “se acepta ....Ho
siendo lo correcto “no se rechaza Hy" vy, por abuso de
lenguaje, es comun hallar la expresion “se acepta laHe"” en
lugar de “no se rechaza Hy ™.

Generalmente, H, se elige segun con el principio de
simplicidad cientifica, que establece que Unicamente se
abandona un modelo simple a favor de otro mds complejo
cuando la evidencia a favor de este Ultimo sea fuerte. Por el
cardcter dicotdémico, si no se acepta Ho, automdticamente
no se rechaza H, .

Finalmente, se llama riesgo de primera especie a la
probabilidad de rechazar H, cuando es verdadera: oy(@) =
Py (W(Region critica de prueba)) ~ MieNtras que el riesgo de segunda
especie es la probabilidad de aceptar H, cuando es falsa:

Be((ﬁ) = Pl (W(cRegién de aceptacion)) =L P1 (W) :

Se llama *Potencia de una prueba” ala probabilidad de no
aceptar Hy cuando es falsa —Pi(W) =1 — B (@) —, también,
se denomina “Nivel de significacion de una prueba” al valor

o = sup ag(P) 6€b,-

Cuando e ¢ R se estudian problemas del tipo:
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\ H0:9=9ﬂ,
; H1:9 = Bl con Bg. * Blg

Ho: 0 < 8y,
: HI: 0> B{] (Prueba de cola derechﬂ},
Hﬂ: 0= 901
Hy: B < BD (Prueba de cola izquierda)’
%4 Ho:0p <0 <8,
H:L: B < 90 (Prueba de cola izquierda) @ 8> E)"1 (Prueba de cola derecha) (9{1 < IE-7]1)

Py:

. HD:H{BUOQZ‘PBP P.. Hu:ezeu-
11[ H‘I:GOEGEB‘], 0 E"'{]'I-I:H'-T»";Hlr

El teorema Neyman-Pearson indica, en contexto de prueba
propuesta: ¥V a € [0, 1]un test puro @, de nivel &, de potencia
maxima, definido por la regidn critica:

n. L(BoX) . . s
w={xe 02 <Kk} >k se determina de la condicidna = Py(W)
L representa la funcion de verosimilitud y x una observacion
de la muestra. Ofras pruebas importantes, de nivel o, son

Hot > o, o (Hotk <ty
A:{ ’ B :{ Capa, 2015
Kl w< Y P s g, @ M)es verdadera y todos los ofros

supuestos son valdos, tal que hay un 5% de probabilidad de
obtener resultados al menos tan extrema como el observado.
Un p-Value no puede indicar la importancia de un resultado.
Vickers dice que “investigadores deben fratar la estadistica
COMO uNna ciencia y no una receta”.

Una vez que se han calculado grados de libertad, sumas
de cuadrados, medias cuadrdaticas o cuadrados medios, F de
Fisher o distribucion F de Snedecor y Probabilidad que caiga
en laregidon de rechazo (Pr(> F)) Rho value o valor Ro (p-Value)
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CAPITULOII

HIPOTESIS



2.1. Generalidades

Son las guias para una investigacion o estudio. Las
hipotesis indican lo que fratamos de probar y se definen
como explicaciones tentativas del fendmeno investigado.
Las hipotesis son el centro, la médula o el eje del método
deductivo cuantitativo y se puede tener una, dos o varias
hipdtesis. Se derivan de la teoria existente (Williams, 2003)
citado por (Hernandez, Fernandez, & Baptista, 2006) y deben
formularse a manera de proposiciones.

De hecho, son respuestas provisionales a las preguntas de
investigacion. Por ejemplo: si una pregunta de investigacion
es “sle gustaré a Paola?2” y una hipodtesis derivada seria “Le
resulto atractivo a Paola”. Esta hipdtesis es una explicacion
tentativa y estd formulada como proposicion. Después
investigamos si se acepta o se rechaza la hipdtesis, al cortejar
a Paola y observar el resultado obtenido.

Es importante mencionar que no todas las investigaciones
cuantitativas plantean hipotesis. El hecho de que formulemos
o no hipdtesis depende de un factor esencial: el alcance
inicial del estudio.

Las hipdtesis no necesariamente son verdaderas, pueden
O no serlo, pueden o no comprobarse con datos y pueden
ser mds 0 menos generales o precisas e involucrar a dos o
mAs variables, pero en cualquier caso son sélo proposiciones
sujetas a comprobaciéon empirica y a verificaciéon en la
realidad. Son explicaciones tentativas, no los hechos en si.

Al formularlas, el investigador no estd totalmente seguro de
que vayan a comprobarse. Las investigaciones cuantitativas
que formulan hipdtesis son aquellas cuyo planteamiento
define que su alcance serd correlacional o explicativo, o
las que tienen un alcance descriptivo, pero que intentan
pronosticar una cifra o un hecho.

La formulacion de hipdtesis en estudios cuantitativos con
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diferentes alcances es:

Alcance de estudio Formulacion de hipotesis
Exploratorio No se formulan hipotesis.
o Solo se formulan hipdtesis cuando se pronostica
Descriptivo
un hecho o dato.
Correlacional Se formulan hipdtesis correlacionales.
Explicativo Se formulan hipdtesis causales.
Ejemplos:

1. "La proximidad geogrdfica entre los hogares de las
parejas de novios estd vinculada positivamente con el nivel
de satisfaccion que les proporciona su relacion”.

2. “El indice de cdncer pulmonar es mayor entre los
fumadores que entre los no fumadores”.

3."Amayorvariedad en eltfrabajo, habrd mayor motivacion
intfrinseca hacia éste”.

Bajo el enfoque cuantitativo, es natural que las hipotesis
surjan del planteamiento del problema que, se vuelve a
evaluar y si es necesario se replantea después de revisar la
literatura. Las hipotesis pueden surgir de un postulado de una
teoria, del andlisis de ésta, de generalizaciones empiricas
pertinentes al problema de investigacion, estudios revisados
o0 antecedentes consultados o por analogia -relaciéon de
semejanza entre cosas distintas-, al aplicar cierta informacion
a otros contextos, como la teoria del campo en psicologia,
que surgid de la teoria del comportamiento de los campos
magnéticos.

Sin embargo, hipdtesis Utiles y fructiferas pueden originarse
en planteamientos del problema cuidadosamente revisados,
aunque el cuerpo tedrico que las sustente no sea abundante.
A veces la experiencia y la observacion constante ofrecen
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materia potencial para el establecimiento de hipdtesis
importantes y lo mismo se dice de la intuicién.

No obstante, existe una relacidon muy estrecha entre el
planteamiento del problema, la revision de la literatura vy
las hipdtesis. Mediante del proceso quizd se ocurra otras
hipotesis que no estaban contempladas en el planteamiento
original, producto de nuevas reflexiones, ideas o experiencias;
discusiones con profesores, colegas o expertos en el dreq;
incluso, “de analogias, al descubrir semejanzas entre la
informacion referida a ofros contextos y la poseida para el
estudio” (Rojas & Rojas, 2000).

Lo que si constituye una grave falla en la investigacion es
formular hipotesis sin haber revisado con cuidado la literatura,
pues se cometen errores como sugerir hipodtesis de algo
bastante comprobado o algo que ha sido confundentemente
rechazado. En conclusion, la calidad de las hipdtesis esta
relacionada en forma positiva con el grado en que se haya
revisado la literatura exhaustivamente.

Dentro del enfoque cuantitativo, para que una hipdtesis sea
digna de tomarse en cuenta, debe reunir algunos requisitos:

1. La hipdtesis debe referirse a una situacion “real”. Como
argumenta (Rojas & Rojas, 2000), las hipdtesis sélo pueden
someterse a prueba en un universo y un contexto bien
definidos. Por ejemplo, “a mayor satisfaccion laboral mayor
productividad”.

2. Las variables o términos de la hipdtesis deben ser
comprensibles, precisos y lo mds concretos posible. Términos
vagos o confusos no tienen cabida en una hipotesis. Asi,
globalizacién de la economia y sinergia organizacional son
conceptos imprecisos y generales que deben sustituirse por
otros mds especificos y concretos.

3. La relacion entre variables propuesta por una hipdtesis
debe ser claray verosimil (I6gica). Por ejemplo: “la disminucion
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del consumo del petrdleo en Estados Unidos se relaciona con
el grado de aprendizaje del dlgebra por parte de ninos que
asisten a escuelas publicas en Ecuador”.

4. Los términos o variables de la hipdtesis deben ser
observables y medibles, asi como la relaciéon planteada entre
ellos, o seq, tener referentes en la realidad. Por ejemplo: “los
hombres mds felices van al cielo” o "la libertad de espiritu estd
relacionada con la voluntad angelical”, implican conceptos
o relaciones que no poseen referentes empiricos; por tanto,
no son Utiles como hipodtesis para investigar cientificamente ni
se pueden someter a prueba en la realidad.

Las hipotesis deben estar relacionadas con técnicas
disponibles para probarlas. Este requisito estd estrechamente
ligado con elanteriory serefiere a que alformularuna hipotesis,
tenemos que analizar si existen técnicas o herramientas de
investigacion para verificarla. Por ejemplo: Alguien quiere
probar hipodtesis referentes a la desviacion presupuestal en el
gasto gubernamental de un pais latinoamericano o a la red
de narcotraficantes en México, pero no dispone de formas
eficaces para obtener sus datos.

2.2. Tipos de Hipotesis
2.2.1. De investigacion o de trabajo

Son proposiciones tentativas sobre la(s) posibles relaciones
entre dos o mds variables y deben cumplir con los cinco
requisitos mencionados. Se suelen simbolizar como H;, Hy, Hy, H,
etcétera. Pueden ser:

Descriptivas de un valor o dato pronosticado. Se utilizan a
veces en estudios descriptivos, para intentar predecir un dato
o valor en una o mds variables que se van a medir u observar.
Pero cabe comentar que no en todas las investigaciones
descriptivas se formulan hipodtesis de esta clase o que sean
afirmaciones mds generales.
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Ejemplo:

H; : “El aumento del nimero de divorcios de parejas cuyas
edades oscilan entre los 18 y 25 anos, serd de 20% el proximo

~ "

ano.

H;: “La inflacién del préximo semestre no serd superior a
3%".

*Correlacionales. Especifican las relaciones entre dos o
mds variables y corresponden a los estudios correlacionales.
No sélo pueden establecer que dos o mads variables se
encuentran vinculadas, sino también como estdn asociadas.
Alcanzan el nivel predictivo y parcialmente explicativo.

Enuna hipdtesisde correlacion, elorden en que coloquemos
las variables no es importante (ninguna variable antecede a
la ofra; no hay relacion de causalidad).

Es lo mismo indicar “a mayor X, mayor Y"; que “a mayor Y,
mayor X"; o “a mayor X, menor Y"; que “a menor Y, mayor
X"). Es comUn que cuando en la investigacion se pretende
correlacionar diversas variables se tengan varias hipotesis y
cadauna de ellasrelacione un par de variables. Estas hipdtesis
deben contextualizarse en su realidad (con qué parejas) vy
someterse a prueba empirica.

Ejemplos:

H; . «aA mayor exposicion por parte de los adolescentes
a videos musicales con alto contenido sexual, mayor
manifestacion de estrategias en las relaciones interpersonales
para establecer contacto sexual”.

H;: “A mayor autoestima, habrd menor temor al éxito”.

Hi: “Las telenovelas latinoamericanas muestran cada vez
un mayor contenido sexual en sus escenas”.

H;: “Quienes logran mas altas puntuaciones en el examen
de estadistica tienden a alcanzar las puntuaciones mds
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elevadas en el examen de economia” es igual a: “los que
logran tener las puntuaciones mds elevadas en el examen
de economia son quienes tfienden a obtener mds altas
puntuaciones en el examen de estadistica”.

H;: “A mayor atraccion fisica, menor confianza”.

H,: “A mayor atraccion fisica, mayor proximidad fisica”.
H;: “A mayor atraccion fisica, mayor equidad”.

H,: “A mayor confianza, mayor proximidad fisica™.

Hs: “A mayor confianza, mayor equidad”.

Hg: “A mayor proximidad, mayor equidad”.

*Diferencia de grupos. Estas hipdtesis se formulan en
investigaciones cuya finalidad es comparar grupos.

Por ejemplo:

H; : “Fl efecto persuasivo para dejar de fumar no serd
igual en los adolescentes que vean la version del comercial
televisivo en colores, que el efecto en los adolescentes que
vean la version del comercial en blanco y negro”.

H; : “Los adolescentes le atribuyen mds importancia
al atractivo fisico en sus relaciones de pareja, que las
adolescentes a las suyas”.

H; : “El tiempo que tardan en desarrollar el SIDA las personas
contagiadas por transfusidon sanguinea, es menor que las que
adquieren el VIH por transmision sexual”.

H; : “Las escenas de la telenovela La verdad de Poola
presentardn un mayor contenido sexual que las de la
telenovela Sentimientos de Christian, y éstas, a su vez, un
mayor contenido sexual que las escenas de la telenovela Mi
Ultimo amor: Mariana”
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*Causales. Este tipo de hipdtesis no solamente afirma la o
las relaciones entre dos o mds variables y la manera en que
se manifiestan, sino que ademds propone un “sentido de
entendimiento” de las relaciones.

Tal sentido puede sermds o menos completo, esto depende
del nUmero de variables que se incluyan, pero todas estas
hipotesis establecen relaciones de causa-efecto.

Ejemplos:

H; : "La desintegracion del matrimonio provoca baja
autoestima en los hijos e hijas”.

H; : “Un clima organizacional negativo crea bajos niveles
de innovacion en los empleados”.

H; : “Un clima organizacional negativo crea bajos niveles
de innovacion en los empleados”.

H; : “La cohesién y la cenfralidad en un grupo sometido
a una dindmica, asi como el tipo de liderazgo que se ejerza
dentro del grupo, determinan la eficacia de éste para
alcanzar sus metas primarias”.

H;: “La variedad y la autonomia en el trabajo, asi como la
retroalimentacion proveniente del desarrollo de éste, generan
mayor motivacion intrinseca y satisfaccion laborales”.

H; : “La paga aumenta la motivacion intrinseca de los
trabajadores, cuando se administra de acuerdo con el
desempeno”.

H,: “La paga incrementa la satisfaccion laboral”.

H,: “La integracion, la comunicacion instrumental y la

comunicacion formal incrementan la satisfaccion laboral™.
Hj;: “La centralizacion disminuye la satisfaccion laboral™.

H,: “La satisfaccion laboral influye en la reasignacién de

personal”.
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H:: “La oportunidad de capacitacion mediatiza la vinculacion

entre la satisfaccion laboral y la reasignacion de personal”.

Hgi: “La reasignacion de personal afecta la integracion, la
efectividad organizacional, la formalizacion, la centralizacion y
la innovacion”.

*Nulas. Las hipotesis nulas son, en cierfto modo, elreverso de
las hipotesis de investigacion. Son proposiciones que niegan o
refutan la relacion entre variables, sélo que sirven para refutar
o negar lo que afirma la hipdtesis de investigacion.

Debido a que este tipo de hipdtesis resulta la contrapartida
de la hipdtesis de investigacion, hay practicamente tantas
clases de hipdtesis nulas como de investigacion. Las hipdtesis
nulas se simbolizan asi: Hy .

Ejemplos:

Hy : “El aumento del niUmero de divorcios de parejas cuyas
edades oscilan entre los 18 y 25 anos, no serd de 20% el
proximo ano™.

H, : “No hay relaciéon entre la autoestimay el temor al éxito”.

H, : “Las escenas de la telenovela La verdad de Paola no
presentardn mayor contenido sexual que las de la telenovela
Sentimientos de Christian, ni éstas tendrdn mayor contenido
sexual que las escenas de la telenovela Mi Ultimo amor:
Mariana”. Esta hipdtesis niega la diferencia entre grupos y
también podria formularse asi: “no existen diferencias en
el contenido sexual entre las escenas de las telenovelas La
verdad de Paola, Sentimientos de Christian y Mi Ultimo amor
Mariana”. O bien, “el contenido sexual de las telenovelas La
verdad de Paola, Sentimientos de Christian y Mi Ultimo amor
Mariana es el mismo™.

Hy : “La percepcion de la similitud en religién, valores y

48




FUNDAMENTOS MATEMATICOS DE INVESTIGACION OPERATIVA

Programaciodn Lineal, Hipdtesis y Series de Taylor

creencias no provoca mayor atraccion” (hipotesis que niega
la relacion causal).

* Alternativas. Son posibilidades diferentes o “alternas” ante
las hipdtesis de investigacion y nula: ofrecen otfra descripcion
o explicaciéon distinta de las que proporcionan estos tipos de
hipotesis.

Las hipotesis  alternativas se simbolizan como H_a vy
solo pueden formularse cuando efectivamente hay ofras
posibilidades, ademds de las hipotesis de investigacion y nula.

Ejemplos:

H; : “El candidato A obtendrd en la eleccién para la
presidencia del consejo escolar entre 50 y 60% de la votacion
total”.

H,: “El candidato A no obtendrd en la eleccién para la
presidencia del consejo escolar entre 50 y 60% de la votacion
total”.

H,: “El candidato A obtendrd en la eleccién para la
presidencia del consejo escolar mdas de 60% de la votacion
total”.

H,: “EBl candidato A obtendrd en la eleccién para la
presidencia del consejo escolar menos del 50% de la votacion
total”.

No existen reglas especificas para formular hipotesis, a
menudo se sugiere la forma de hipdtesis nula y alternativa; es
decir, no hay reglas universales, ni siquiera consenso entre los
investigadores.

En consecuencia, las expectativas tedricas o trabajo
empirico previo o ambos pueden ser la base para formular
hipdtesis; aunque, sin importar la forma de postular hipdtesis
es exiremadamente importante que el investigador las
plantee antes de la investigacion empirica, sino el (los) o la
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investigadora (s) serdn culpables de razonamiento circulares
o profecias autocumplidas; es decir, si se formula la hipdtesis
después de examinar resultados empiricos puede presentarse
la tentacion de formular hipdtesis de manera que justifique
resulfados.

Se puede leer en un articulo de alguna revista cientifica un
reporte de investigacion donde solo se establezca la hipotesis
de investigacion; y, en ofra, enconfrar un articulo donde
Unicamente se plantea la hipdtesis nula. Un articulo en una
tercera revista, en el cual se puedan encontrar solamente las
hipdtesis de investigacion y nula, pero no las alternativas.

En una cuarta publicacion otro articulo que contenga la
hipdtesis de investigacion y las alternativas. Y otro mds donde
aparezcan hipdtesis de investigacion, nulas y alternativas.
Algunos investigadores sdlo enuncian una hipdtesis nula o
de investigacion presuponiendo que quien lea su reporte
deducird la hipdtesis contraria. Sin embargo, la calidad de
una investigacion no necesariamente estd relacionada con
el nUmero de hipdtesis que contenga.

En este sentido, se debe tener el nUmero de hipdtesis
necesarias para guiar el estudio, ni una Mds ni una Menos.
Cadainvestigacion es diferente, pues algunas contienen gran
variedad de hipdtesis porque el problema de investigacion
es complejo (por ejemplo, pretenden relacionar 15 o mas
variables), mientras que otras contienen una o dos hipotesis.

Asimismo, en una investigacion se pueden formular hipotesis
descriptivas de un dato que se pronostica en una variable,
hipdtesis correlacionales, hipdtesis de la diferencia de grupos,
hipdtesis causales e incluso hipdtesis de cola derecha, cola
izquierda o de ambas colas. Ejemplos:
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Tabla 2.1. Tipos de Hipdtesis

Preguntas de investigacién Hipdtesls
¢(Cual serd a finde ano el nivel de | El nivel de desempleo en la Ciudad de
desempleo Guaranda serd de 7% a fin de aflo (H;:

en la Cindad de Guaranda?

79%)

;Cuél es el nivel promedio de
ingreso familiar mensual en la
Ciudad de Guaranda?

El nivel promedio de ingreso familiar
mensual en la Ciudad de Guaranda oscila
entre 650 y 700 USD (H;:649 < X <
701).

¢Existen diferencias entre los
barrios de la Ciudad de Guaranda
respecto a nivel de desempleo?
((Hay barrios con mayores
indices de desempleo?)

Existen diferencias respecto al nivel de
desempleo entre barrios de la Ciudad de
Guaranda  (H;:Indice 1 = Indice 2 =
Indice 3 # Indice k).

iCuAl es el nivel de escalaridad
promedio de los jovenes y las
jovenes que viven en la Cindad

de Guaranda? ;Existen
diferencias  por género al
respecto?

No se dispone de informacion, no se
establecen hipotesis.

¢Esta relacionado el desemplea
con  incrementos en  la
delincuencia de dicha ciudad?

A mayor desemplea, mayor delinenencia
(Hy: ey # 0).

¢Proveca el nivel de desempleo
un rechazo contra la politica
fiscal gubernamental?

El desemplec provoca rechazo confra
politica fiscal gubemamental (Hy: X —
¥).

Fuente: (Rojas & Rojas, 2000)

Estadisticas

Las hipdtesis estadisticas son la hipdtesis nula vy la hipdtesis
alterna. En el campo de la utilizacion y aprovechamiento
de la estadistica, las decisiones se toman siempre sobre
determinadas hipodtesis.

La eficiencia de las campanas publicitarias o de los
proceso de produccién se fundan en criterios numéricos,
y tales hipotesis se expresan en funcidn de pardmetros
estadisticos. En el andlisis de todo problema de investigacion,
la contrastacion de una hipdtesis dada se realiza aceptando
o rechazando la hipdtesis nula.

Funciones de las hipoétesis
Las principales funciones de las hipotesis son:

En primer lugar, son las guias de una investigacion en el
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enfoque cuantitativo. Formularlas nos ayuda a saber lo que
tratamos de buscar, de probar. Proporcionan ordeny légica al
estudio (Selltiz et al., 1980) citado por (Hernandez, Fernandez,
& Baptista, 2006).

En segundo lugar, tienen una funcion descriptiva y
explicativa, segun sea el caso. Cada vez que una hipotesis
recibe evidencia empirica en su favor o en su contra, nos
dice algo acerca del fendbmeno con el que se asocia o hace
referencia.

En tercer lugar, es probar teorias. Cuando varias hipotesis
de una teoria reciben evidencia positiva, la teoria va
haciéndose mds robusta; cuanta mds evidencia haya en
favor de aquéllas, mds evidencia habrd en favor de ésta.

En cuarto lugar, consiste en sugerir teorias. Diversas hipotesis
no estdn asociadas con teoria alguna; pero llega a suceder
gue como resultado de la prueba de una hipdtesis, se pueda
construir una teoria o las bases para ésta.

Las hipdtesis del proceso cuantitativo se someten a prueba
o escrutinio empirico para determinar si son apoyadas o
refutadas, de acuerdo con lo que el investigador observa.
Ahora bien, en realidad no se puede probar que una hipdtesis
sea verdadera o falsa, sino argumentar que fue apoyada o no
de acuerdo con ciertos datos obtenidos en una investigacion
particular.

Desde el punto de vista técnico, no se acepta una hipotesis
a través de un estudio, sino que se aporta evidencia en su
favor o en su contra. En el enfoque cuantitativo, las hipdtesis
se someten a prueba en la “realidad” cuando se aplica un
diseno de investigacion, se recolectan datos con uno o varios
instrumentos de medicion y se analizan e interpretan.

Se debe tener claro que no aceptar “rechazar” o no
rechazar “aceptar” una hipdtesis nula depende de a, nivel
de significancia o probabilidad de cometer error tipo |,
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probabilidad de rechazar la hipdtesis cuando es verdadera.
a se fija en niveles de 1, 5 o cuando mucho, 10%, pero segin
(Gujarati & Porter, 2010) no hay nada *“sagrado” acerca
de estos valores tal que cualquier ofro valor seria por igual
apropiado.

No obstante, comUnmente se fijan estos niveles de a para
control de calidad, disenos experimentales o investigaciones
sociales, respectivamente y, de igual manera, los
econometristas tienen por costumbre fijar el valor a en estos
niveles como mdaximo y escogen un estadistico de prueba
que haga la probabilidad de comer un error tipo Il sea lo mds
pequeno posible.

Como uno menos la probabilidad de cometer error tipo i
se conoce como potencia de prueba, este procedimiento
equivale a maximizar la potencia de prueba.

Comparacion de medias de tratamiento

Aungue en origen el Andlisis de la Varianza (AOV, ANOVA,
ADEVA, ANDEVA 6 ANVA) fue introducido por Fisher para
evaluar los efectos de los distintos niveles de un factor sobre
una variable respuesta continua, desde un punto de vista
puramente abstracto el ANOVA va a permitir generalizar el
contraste de igualdad de medias de dos a k poblaciones
(Arriaza, y otros, 2008).

Es decir, al estudiar el comportamiento de los tratamientos
de un factor, mediante un andlisis de la varianza, el Unico
objetivo es saber si globalmente dichos fratamientos difieren
significativamente entre si o conocer qué fratamientos
concretos producen mayor efecto o cudles son los
tratamientos diferentes entre si.

El nombre de andlisis de varianza (ANOVA) viene del
hecho de que se utilizan cocientes de varianzas para probar
la hipdtesis de igualdad de medias. La idea general de
esta técnica es separar la variacion total en dos partes: la

53




FUNDAMENTOS MATEMATICOS DE INVESTIGACION OPERATIVA

Programacidn Lineal, Hipdtesis y Series de Taylor

variabilidad debida a los tfratamientos y la debida al error.

Cuandola primera predomina claramente sobre lasegunda
es cuando se concluye que los tratamientos tienen efecto;
es decir, las medias son diferentes. Cuando los tratamientos
contribuyen igual o menos que el error, se concluye que
las medias son iguales (Gonzdlez, Métodos estadisticos y
principios de diseno experimental, 2010):

Figura 2.1. Variacion total de un DCA

(a) Variatilidad total (%) idilndjout
Vanabilidad
Vanabilidad debida debidaal erro

o

debica
.a tratamientos

No hay efecto de tratamierto S hay efecto de tratamiento

Fuente: (Gonzdlez B. G., Métodos estadisticos y principios de
diseno experimental, 2010)

No se propondrd pues ningun modelo tedrico, sino que
el objetivo se limitard a usar la técnica para contrastar la
hipotesis

Hyrpy =y = py =g ==y = p(0)vs

Hy: J; # 1y paraalgini #j 6

Hy 1, =1,=1;=1, =1, =0vsH;: 1, # 0 para algln i.

Al igual que se ha hecho para una y dos poblaciones, se
evaluardn las hipdtesis previas relativas a la calidad de la
muestra, a la estructura de probabilidad, normal o no, de
la poblacion y a si las distintas poblaciones tienen varianzas
iguales o distintas, propiedad esta Ultima conocida como
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homocedasticidad (Arriaza, y otfros, 2008).

Se explica algunas técnicas para analizar con mayor detalle
los datos de un experimento, con posterioridad a realizacion
del Andlisis de Varianza. Si este andlisis confirma que la prueba
F del andlisis de la varianza resultd al menos significativa
al 5 % o "“Fisher Protegido” es conveniente investigar qué
medias son distintas, que indica que para calcular matrices
de comparaciones de medias de fratamiento debe existir
al menos una diferencia minima significativa denotada por
algunos softwares como R mediante *. Para ello, se usan
diversas técnicas cuyo objeto es identificar qué tratamientos
son estadisticamente diferentes y en cudnto oscila el valor de
esas diferencias.

En algunos casos, el uso de estas técnicas estd supeditado
al resultado del andlisis de varianza; en ofros casos, las
técnicas pueden emplearse directamente sin haber realizado
previaomente dicho andlisis. Este conjunto de técnicas
se engloba bagjo la denominacién de confrastes para
comparaciones multiples, pues su objefivo fundamental es
comparar entre si medias de fratamientos o grupos de ellas.

En primer lugar, se estudia un procedimiento intuitivo vy
cualitativo basado en la representacion grdafica de datos del
experimento. Después del método grdfico, se considera la
técnica de comparacion por parejas introducida por Fisher
en 1935 llamada método de la diferencia minima significativa
o método LSD (Least Significant Difference), basada en la
construccidn de tests de hipdtesis para la diferencia de
cualquier par de medias.

Cuando el nUmero posibles de comparaciones es elevado,
la aplicacion reiterada de este procedimiento, para un
nivel de significacion a dado, puede conducir a un numero
grande de rechazos de la hipdtesis nula aungue no existan
diferencias reales. El intento de disminuir el problema de falsos
rechazos justifica la intfroduccion de otfros procedimientos
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para comparaciones multiples.

Entre estos métodos se estudia primero el basado en la
desigualdad de Bonferroni. Enseguida, se aborda ofra forma
de solventar las deficiencias mencionadas anteriormente
basada en el rango estudentizado, que da lugar al método
de la diferencia significativa honesta propuesto por Tukey o
método HSD (Honestly Significant Difference) y procedimientos
de rangos multiples de Newman-Keuls y Duncan.

Finalmente, se estudia el procedimiento general de
Scheffé, basado enla construccion de intervalos de confianza
simultdneos para todas las posibles diferencias de medias y
que permite su extension a comparaciones mdas generales
denominadas contrastes.

Otro problema de indole diferente ligado a las
comparaciones multiples consiste en las comparaciones de
distintfos tfratamientos con un control que suele emplearse
en determinados campos de investigacion; por ejemplo,
en estudios epidemioldgicos. Dicho problema se aborda
mediante el contraste de Dunnett.

De acuerdo con (Padrén, 1996) y Monar (2017), Confrastes
Ortogonales es la prueba de comparacion de medias de
tratamientos que registra un sélo grado de libertad debido
a que representa un contraste con un grado de libertad y, a
diferencia de pruebas con Factores Cualitativos, en andlisis
de comparaciones se usan totales de tratamientos en vez de
medias, pues ahorra y evita errores por redondeo de cifras e
incluye todos los datos en vez de un valor medio que puede
ser sesgado en el cdlculo.

Enseguida se presentan los Coeficientes y grados del
polinomio para Comparaciones Ortogonales:
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Tabla 2.2. Coeficientes y grados del polinomio

Nimero Totales de niveles del factor en estmdio
de Grado del
niveles Polinomio | t, tz 15 ty ts Z Cc?
del factor
2 1 -1 +1 2
1 -1 0 +1 2
3 2 +1 —2 +1 6
1 —3 —1 +1 +3 20
4 2 +1 —1 -1 +1 4
3 -1 +3 | —3 +1 20
1 ] =, 0 +1 +2 10
= 2 +2 —1 —2 —1 +2 14
3 -1 +2 0 —2 +1 10
4 +1 — +6 —4 +1 10

Fuente: Modificado de (Padrén, 1996)

Es importante mencionar que en la Prueba de Contrastes
Ortogonales los Coeficientes, grados del polinomio, simbolos,
canfidades simbdlicas de comparaciones positivas (+) y/o
negativas (-) pueden cambiar sin influir en el resultado. Por
ejemplo+3-1-1-10-3+1+1+1,+6-2-2-20-6+2+2+2, +12 -4
-4-46-12+4 +4 +4,+18 -6 -6 -6 6 -18 +6 +6 +6 etcétera.

Con base en la experiencia del investigador, la Prueba
de Contrastes Ortogonales serd previomente conocida,
planificada y orientada en conocer la diferencia de medias
de tratamientos de interés especifico.

Enseguida, se muestra un ejemplo de su estimacion
en Diseno Experimental de Parcela Sub-Sub Dividida o
Doblemente Dividida con Bloques Completos al Azar (PSSD-
DBCA) con dos niveles de factores A, By tres de C:
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Tabla 2.3. Andlisis de Varianza
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Tabla 2.3 Andlisis de Varianza
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Tabla 2.3 Andlisis de Varianza
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Tabla 2.3 Andlisis de Varianza

Anilisis de Varianza (ANOVA-ANVA-ANDEVA) para Disefio de Parcelas Divididas con Tres Factores (= 2° 0 ABC) ‘
F.de V(Facmr de Variaci G](Grados de Libertad) Sc(Suma de Cuadrados) CM(Cundrndo Medio) F(calculada)
0 0 0 0 0
VF(Variation factor) Df(l]egrees of freedom) Sum Sq(Sum of square) Mean Sq(Mean squares F Value(Calculaled
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Tabla 2.4. Comparaciones de medias de tratamientos
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Tabla 2.4 Comparaciones de medias de tratamientos
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Tabla 2.4 Comparaciones de medias de tratamientos

Variedades de Linaza
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Tabla 2.4 Comparaciones de medias de tratamientos

Variedades de Linaza
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Comparae Varl Var2 Varl
e n=k n=k n=k sC
1on 2 z i
Z\v’arl ZVar Z ZVar:i €; & Factor Q | €2 6 Factor Q7 Z Fi ZP' L " ¢?6Factor @?
i= i= iz T
=0 =0 «Q Z}‘;{"r +Q
(-1 (-1
2
*Z‘Jarz) ’*ZVHI‘Z)
+ +
(+1 (+1
.

Fuente: Elaboraciéon propia con base en modificaciones de
(Gonzdlez B. G., Métodos estadisticos y principios de diseno
experimental, 2010) y (Hurtado & Gdémez, 2010). Nota: r =
NUmero de repeticiones,a = Niveles de Factor A y b = Niveles
de Factor B.

De acuerdo con Monar (2017) y los métodos de estimacion
opcionales Cj o Q; , con simbolo positivo (+) o C;* X Vari,

con simbolo negativo (-), del cdlculo Ci

6 Factor Q no es

importante, pues la estimacién de ¢ 6 Factor Cf transforma
en valor positivo (+) cualquiera de ambas opciones.
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Sin embargo, existen algunas Reglas de Contraste:

e Cualquierfunciondelaforma PT; + P, T, + -+ Bsellama
contraste si Y=k P, = 0 es decir, si la suma de coeficientes
es igual a 0. Por ejemplo—3+1+1+1=0;0-2+1+1=0; 0+,
0—1+1=0 etcétera. Entoncessi C_1=T_1-T_3 (+1-1)=0 6

C=T+T;-2T,(+1+1-2)=0 tal que C; y C, son confrastes.

«SiCesunposible contraste. El C; Coeficiente es establecido
por el investigador en funcidon de comparaciones ortogonales
que se haya establecido- son los minimos numeros enteros
que sumados algebraicamente darC = (Vi =Vz) + (Vy = V3) + (V; —
V), G ==V +(-V) y G=(%-V) 6, segun Monar (2017) y Ojeda
(2017),

e Q; = X T, (Total/Tramiento) * C; (Coeficiente: — 3,+1).
SC. — CizéF_actor Qf
«Si C es un posible contraste, la cantidad ™ ='Q es
una componente de suma de cuadrados de tratamientos y
representa un contraste con un grado de libertad.

-Ein==1k1‘ *Q, 1™ niveles de factor implica elementos faltantes
O que no son estudiados -Factor A por ejemplo- y existen otros
casos simples en que sélo se considerar. Por ejemplo: un DBCA
con solo 5 variedades de maiz con 4 repeticiones.

La comparacion de medias de tratamientos se interpreta
como cualguier ANOVA normal, fomando en cuenta sus seis
criterios de lectura.

Es el experimento planeado para detectar como responde
los niveles de un factor cuando se comparan con varios niveles
de otro factor. Su metodologia es un conjunto de técnicas
matemdatico-estadisticas utilizadas para modelar y analizar
problemas en que una variable de interés, dependiente
o exodgena es influenciada por ofras, independientes o
exdgenas.

Su objetivo es optimizar la variable de interés que se logra
al determinar las condiciones Optimas de operacion del
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sistema. Por ejemplo: aplicar varias dosis de un fungicida en
diferentes niveles de humedad ambiental en un invernadero
o usar niveles de nitrdgeno en dosis de fosforo.

En estos experimentos el investigador busca el punto
maximo de respuesta al factor estudiado, pues en general,
el fipo de respuesta en experimentacion no es Modelo Lineal
a pesar que las respuestas de mayor interés son la lineal,
cuadrdtica y/o cubica, sino curviinea empleando Modelos
Cuadrdtico, Cubico, Potencial, Exponencial, Logaritmico,
Inverso, Sigmoidal, etcétera o usando transformacion Box-
Cox.

En esta situacion es posible aplicar el andlisis de regresion.
Sin embargo, cuando el incremento o intervalo entre niveles
de un factor son iguales se puede hacer andlisis de datos
en forma mas sencilla mediante Coeficientes de Polinomios
Ortogonales.

Si sélo la respuesta lineal es significativa se deduce que su
respuestaavarios nivelesde unfactoresconstante; es decir, de
cada incremento del factor se obtiene un aumento adicional
en otro factor. La respuesta puede ser positiva o negativa,
segun aumente o disminuya la respuesta del segundo factor
enrelacion con el primero. Sila funcion cuadratica es significa,
la respuesta del segundo no es constante; es decir, los datos
se ajustan a una pardbola.

Respuesta es una cantidad medible, cuyo valor se afecta
por el cambio de niveles de factores, entendidos como
condiciones cuantitativas o cualitativas del proceso que
influyen la variable de respuesta, dependiente o enddgena.

Al mencionar que un valor de respuesta Y depende de
niveles de variables independientes o exdgenas (X: X, X, X3, Xy ., Xy)
de K factores(e:€1,€2.€3.8, ., 8)... se entiende que existe una
funcion matemdtica de Xi,X2,X3,Xs ... Xk , cuyo valor para
combinacion de niveles de factores corresponde a
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Y = f(Xl,Xz,X3,X4, ...,Xk).

La funcidon de respuesta se puede presentar con una
ecuacion polinomial. El éxito de una investigacion de
superficie de respuesta depende que se pueda ajustar a un
polinomio de primer o segundo grado.

Por ejemplo: suponga que la funcidn de respuesta
para niveles de dos factores puede expresarse usando el
polinomio de primer grado Y =B, + B1X; + B2Xz tal que Bo- B1- Bz
son coeficientes de regresion a estimar, X, y Xz representar
niveles de €1 ¥y €2 , respectivamente.

Suponga que se recolectan N=3 valores respuesta
(Y), con estimadores by, b, yb, , se obfienen b,, b; yb,,
respectivamente. Al sustituir coeficientes de regresion por
estimadores se obtiene ecuacion estimada ¥ =bg + byX; + byX,.

Sea una funcidn ¥ = &) ¥ (Rerango de funciony ) FE) (Dt ominio de funciénysp7) tQll
que el Dominio de una Funcion (Pg es el conjunto de valores
que toma X en la funcién é Dominio de Funcién (variable
explicativa, independiente o exdgena), mientras que Rango
de una Funcion (Ry) es el conjunto de valores que toma Y en
Fx 6 Dr (variable explicada, dependiente o enddgena).

Ejemplos:
Tabla 2.5. Estimacion de Dominio de Funciones Polindmicas

Cilenlo o estimaciin de Dominko de Funciones Polinémicas
Estmaciin de

Funchin Ecuaciin matemdtica Observaciones
Dominis
Primer grado fx)=38x—7 DpXeR En cualquier de estos cazsos el conjonto de Dominio seria el
Cuadritica pt)=dr? —t+1 DgteR conjunte de mimeros reales, representado por R, pues la
variable explicativa, independiente, exdgena puede tomar
Quinie grado riu) = uf —3uf 4 10 Dp-ueR

cualquier valor del conjunte de nimeres reales.

Cilcnlo o estimacion de Dominio de Funciones REacionales

Es impertante cuidar que su denominador ne sen = 0; es

decir, x— 5+ 0, pues serin unn funcién indeterminada.

x— 6 Dp:xe B — {5} . o
Racional hi(x} = Emtonces, six — 5 # 0 = x = 5. Por lo tanto, el dominio de
x—35 o (—m,5) U (5, +o] ’ )
(fraccifn o I funcitn h son x pertenecientss al conunte de los reales (K,
cocientes  de excepando elemento 5 (—{5]).
expresioses) Ez importante cuidar que su denominador no sea = 0 es
Itm) = x=1 D|:mE|R—{—E] decir, 2Zx + 3 2 0, pues seris una funcidn indeterminada.
2u+ 3 2

Entonees, si2x +3 =0 = x = —%. Por lo tanto, el dominio
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Tabla 2.5. Estimacion de Dominio de Funciones Polindmicas

Calculo o estimacién de Dominio de Funciones Polinémicas

Estimacién de

Funcidén Ecunacidén matemitica Observaciones
Dominio
o {—0"-'. o 3 u de la funcién I son m pertenscientes al conjunto de los reales
] 3
{_ ;_+m:] {IR). exceptuando elemento — ;{— {—;}]_

Es importante cuidar que su denominador oo sea = 0; es
decir, x— 2 = 0, pues serin una funcién indeterminada.
Entonces, six — 2 = 0 = x = Z. Por lo tanto, ¢l dominio de

la funcidn y son x pertenecientes al conjunto de los reales (K],

%t Dy:xeR — {2} excepmando elemento 2 (—{2}). 5i a la funcién ¥ ze le dieran
il x— 2 o (—oo,2) (2, 4o) valores tanto por la izguierda (:':::: = —499) como por la

20143

derecha de 2 e

= 501) implica que 51 x tiendea 2 por la
izguierda (¥ — 27} = y tiende a menos infinito 3y —
—on), pero si x tisndea 2 por la derecha (x — 2%} = ytiends
a mads infinito (¥ — +2), e presentarfa una asintota vertical

Tabla 2.5. Estimacion de Dominio de Funciones Polindmicas

Célenlo o estimaciin de Dominke de Funcliones Polindmicas

Estimacibén de
Funchin Ecuaciin matemdtica Observaciones
Dominis

|recta a la que ze aproxima, pero sin haber contacte) en 2,

- : 3 Lets 1
ziendo su agintota horizontal en azal (y = *—_2 =7=1)

Es importants cuidar que su denominador no sen = 0; &5
Dy:xe B —{2; 4]}
n+1 decir, n*—6n+8+0, pues serla una foncidn
—_—— of—oe0, 2} U3 U i : £ . 3
ni—6n+8 indeterminada. Entonces, si se factoriza su denominador secka

(4, +on)
(o-4Mn—-2}#0 =n—4=z0yn—2+0 ~n#

R(n) =

Tabla 2.5. Estimacion de Dominio de Funciones Polindmicas

Calcule o estimaciin de Dominio de Funciones Folindomicas
Estimacion de
Funciom Ecuaciin matemstica Observaciones
Dominin
4ym = 2. Por lo tanto, <l dominio de |a funcion R son n
pertencoicntes al comjunte de los reales (R), cxccptuande
elementos 2 ¥ 4 ([2; 4}).
Ez importante cuidar que su depominador no sea= 05 es
decir, L2 + 1 = 0, pues seria von funcion indeterminada, Sin
Dg:L=R
QLY =— cmbargo, al ser cundmdo serd una cxpresion posifiva sin
IZ+1 o [(—e, 4]
importan que valor tome L sungoe sumando el valor 1 seria
s pogitiva. Por lo tanto, su depominader jamids serd = 0.
Ciilculo o estimacién de Mominic de Funciones con Raices

Si se tiene un radical —simbolo que indica que es una raiz

Dg:ve [9,00) cundrnda- par se debe garantizar gue el mdicando -oimers

Radical par (v =W —9 p L b 4 .

o {—om, 4an) del que ze obtiens la paiz cuadrada- no sea pegative. Entoneas,

v—o9=0=v=9

Fuente: Elaboracion propia con base en modificaciones de

66




FUNDAMENTOS MATEMATICOS DE INVESTIGACION OPERATIVA

Programaciodn Lineal, Hipdtesis y Series de Taylor

cursos de Diseno Experimental con Mat. Luis Ramdén Guasgua
Amaguana Ph. D.

Como en funciones de una variable, el dominio méximo de
f es conjunto de puntos (x,y) e R? tal que z=f(x,y) o F(x,y,z)=0 esté
bien definida. Su representacion grafica en regiones definidas
por desigualdades estd dada por cualquier combinacion de
ecuaciones y desigualdades que pueden definir una region,
de manera implicita.

Los casos sencillos son:

*Desigualdades tipo y2f(x) o y<f(x) en intervalo [a,b] que
consiste en representar pares (x,y) con y=f(x) tal que los
puntos (x,y) con y=f(x) confirman una regién por encima de la
representacion grdfica f, incluyéndola y, de manera andloga,
puntos (x,y) con y<f(x) conforman una region por debajo de
la representacion grdfica de f, incluyéndola.

'y 1 y=f(x)
y=f(x)
_/

v < f(x0)d

y < f(x)
a i ! b

Fuente: (Mora, 2016)

*Desigualdades tipo y>f(x) o y<f(x) en intervalo [a,b] que
consiste en representar pares (x,y) con y=f(x) tal que los
puntos (x,y) con y=f(x) confirman una regidon por encima de
la representacion grdfica f, no incluyéndola y, de manera
andloga, puntos (x,y) con y<f(x) conforman una regidén por
debajo de la representacion grafica de f, no incluyéndola.
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]
4> fixg)e E
H I: N I

Fuente: (Mora, 2016)

Desigualdades tipo y=2g(y) o y<g(y) en intervalo [a,b] que
consiste en representar pares (x,y) con x=g(x) tal que los
puntos (x,y) con y2g(x) confirman una region a la derecha de
la representacion grdafica de g, incluyéndola y, de manera
andloga, los puntos (x,y) con y<g(x) conforman la regidon z la
izquierda de la representacion grafica de g, incluyéndola.
Aungue, la region no incluye la curva cuando la desigualdad

es estricta.

! x=g(y) ‘ x=8(y)

a o

Yos

/' - b )
P -

Fuente: (Mora, 2016)
Ejemplo a:

Determine vy realice la representacion grdfica del dominio
de funcidon .z=3y-6x+3+Ln(1-x+Nnfonces, Por lo tan3y-6x+320=
y:%:Zx—l y 1-x>0. Por lo tanto, Di{(xy) eR?talque y = 2x—1yx < 1},

el dominio de f es interseccion de region y=2x-1 (region por
encima de la recta y=2x-1, incluida) y region x<1 (regién a
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izquierda de recta x=1, no incluida).

Il
[

-

Fuente: (Mora, 2016)
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CAPITULOII

SERIE DE TAYLOR



3.1. Generalidades

La Serie de Taylor, fue creada por el matematico britanico
Brook Taylor, Edmonton, Middlesex, Inglaterra, 18 de Agosto
de 1685 - Somerset House, Londres, 29 de Diciembre de 1731.

En matematicas, una serie de Taylor es una aproximacion
de funciones, entendida magnitud o cantidad es funcion
de otra si el valor de la primera depende del valor de la
segunda, como el drea A de un circulo es funcidn de su radio
r tal que el valor del drea es proporcional al cuadrado del
radio (A=n=*r?) o duracién T de un vigje en tren entre dos
ciudades separadas por una distancia d de 150 km depende
de la velocidad v a que se desplace el tren tal que la
duracion es inversamente proporcional a la velocidad, d/v)
explicando que A es la primera magnitud (drea o duracion)
se la denomina variable dependiente y la cantidad de la que
depende (radio o velocidad) es la variable independiente,
mediante una serie de potencias, entendida como una serie
de forma $2,a,(x—c)" =ag +a;(x — ) +a,(x — )? + a3(x —©)* +a,(x — )* +
=+ an(x — )" .alrededor de c=x tal que C es centro y @n sus
coeficientes, entendidos como términos de una sucesion que
usualmente corresponde con la serie de Taylor de alguna
funcidn conocida aungue si, en ocasiones, el centro C=0
la serie de denomina de MaclLaurin, o suma de potencias
enteras de polinomios como (x —a)"

3.2. Ejemplos de la serie de Taylor
Algunos ejemplos de la serie de Taylor son:
3.2.1.Serie Geométrica

Es serie en que la razdn entre sus términos sucesivos
permanece constante. Por ejemplo: ;+5+;+—++x+-+se
dice que es geométrica debido a que cada ’rérmlino sucesivo
se obtiene de multiplicar el anterior valor por z o cuando
cada uno de los cuadrados purpuras tiene i del drea del

1 1 1 1

cuadrado antferior mas grande G = > = 3,3 =2 = 5l que la suma

2 4’4 4
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de dreas de cuadrados purpuras es 1 del drea del cuadrado
3
grande.

1/8

1/8
1/4

174

172

172

Fuente: (Mora, 2016)

n _

. - o _ 21 o3 g 4 1
La serie geométrica Zn=oX" = 1+x+x°+x* + x5+ xt == gg
una serie de potencias, absolutamente convergente si | x| <1
y divergente si | x|=1.

- ‘

) p=emenen--- X

- =

Fuente: (Zill & Wright, 2011)

3.2.2.Serie Exponencial
00 xI _ x2 x3 x4 Xn
Donde & =Zimoy =1+x+3+ T+ ++ 1

]

Fuente: (Zill & Wright, 2011)
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3.2.3. Serie Seno

(- 1)nX2n+1 x5

Tal que Sin(x) = ¥5lo =x——+___+ + +_

(2n+1)!

y=sinf para 0=6= 2%

P
s +
L~

Fuente: (Zill & Wright, 2011)
3.2.4. Representacion matematica

La representacion matemadtica formal de serie de Taylor es:

f(x) = f(1) + £(2) + f(3) + £(4) + - + f(n)

: " v n
~@+f(a)+f (a)_l_f (a)+f (a)+---+f (a)

L T TR TR TR !
f(x)ﬂ-@ f(a)(x a)+f()(x a) + ( (x-a)~
v 1

f ()(x—a) sl +f (?)(x—a)“

Donde, n! es factorial de ny f*(a) denota n-ésima derivada
de f para el valor a de variable respecto de la que se deriva.

Serie de Maclaurin 6 Serie Taylor alrededor de 0. Fue
creada por el matemdtico escocés Colin Maclaurin,
Kilmodan, Febrero de 1698 - Edimburgo, 14 de Junio de 1746.
En matemdticas, una serie de Taylor estd centrada sobre el
punto cero, a=0, es llamada Serie de McLaurin o, en otras
palabras, es derivada de orden cero de f como la propia fy
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tanto (x—a)e como 0! Son definidos como 1(0!=1) aungue en
caso que a=0 la serie es denominada McLaurin. Presenta las
siguientes ventajas:

*La derivaciéon e integracidon de una de estas series se
puede realizar término a término, que resultan operaciones
triviales.

*Se puede utilizar para calcular valores aproximados de
funciones.

*Es posible calcular la optimidad de la aproximacion.
Algunos ejemplos de la serie de MacLaurin son:

Logaritmo natural

(_1)n+1 n

Donde Ln(l+x) =XiLi——X"  En matemdticas, se
denomina logaritmo natural o informalmente logaritmo
neperiano al logaritmo cuya base es el nUmero e, un nUMero
iracional cuyo valor aproximado es 2,71828182845904523536
02874713527.

Ellogaritmo natural se suele denominarcomo In(x) o aveces
como log_e (x) e incluso en algunos contextos log(x), pues
ese nuUmero cumple la propiedad que el logaritmo vale 1. El
logaritmo natural de un nUmero x es entonces el exponente a
al que debe ser elevado el nUmero e para obtener x.

Por ejemplo, el logaritmo de 7,38905... e, pues e2=7.38%05.
El logaritmo de e es 1 debido a que eNl=e.

f(x) = In(x)

Fuente: (Zill & Wright, 2011)
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3.4. Funcion Coseno

Donde Cos(x) = Eﬁ:o_((;g: >

Y,
P y = COSX E~)
P \ b
4 S 4 \‘I
N
/ 1§ C
L’
/ y
‘,* - . —- \‘\
S 2 n ap/) 2N
f. P \
5
4 b
\ / \,
— ! >

Fuente: (Zill & Wright, 2011)

Larepresentacidon matemdaticaformal de serie de MaclLaurin
es:

f (0) f“’( )

0L 000 2 Gt

f(x) = =~ T —— '+
f“(O)

£7(0
()()2

)"

Ademds de la obvia aplicacion de utilizar funciones
polindmicas en vez de funciones de mayor complejidad para
analizar el comportamiento local de una funcion, las series de
Taylor-MacLaurin fienen muchas otfras aplicaciones.

Por ejemplo: andlisis de limites, estudios paramétricos,
estimacion de nuUmeros irracionales acotando su error,
teorema de L'Hopital para la resolucion de limites
indeterminados, estudio de puntos estacionarios en funciones
(mdximos o minimos relativos o puntos sillas de tendencia
estrictamente creciente o decreciente), estimacion de
infegrales, determinacion de convergencia, suma de algunas
series importantes, estudio de orden, pardmetro principal
de infinitésimos, estimacion de puntos optimos en Disenos
Experimentales Diseno de Bloques Divididos Alpha Ldatices
Simple, Blogues Divididos Alpha Ldtices Cuadrados usados en
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mejoramiento genético, etcétera.

Ejemplo:
Y=f(x) =Cosxconx =0
f(x) = Cos x f(0O)=1
f'(x) = —Sin x f(0)=0
f (x) = —Cosx f(0) = —
f7(x) = Sinx f(0)y=o0
fV(x) = Cosx fYo) =1
f(O) (0) £ QoD _ . f“’(
g ) e g SEE) S g e
frl
( )( "
f f" -1 v
oo ~ 0 L L0 o L DD e DD (s D (s
+ e+ n( )(x)“

=)y  * ®° ®xF_ ="
O =1—Sr*+ o e Ve T m

La representacion grdfica de la convergencia de sus
diferentes funciones seria:

v
x

Fuente: Elaboraciéon propia usando Matlab con base en (Zill
& Wright, 2011)
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Una funcién escalar de dos variables f r2 - R con dominio
Dc ]R{Zosignodc a cada par (x,y)eD, un Unico nUmero real
denotado con f(x,y)=z. El grafico de f es el conjunto {(x.y.z):X.y.
€ D y z= f(x,y)}. El criterio (formula) que define a f puede ser
explicito o implicito:

Funcion de dos variables

Forma Explicita Forma Implicita
z=1x2+y2 F(x,v.2) =0
F(x,y,2)

f(x,y) = x* +y2 z=0

5{2+y2+zz—1=ﬂ'

Ejemplo:

S1x=1 = [ entonces z = 0 v el punto
f(1,2)=12+22=5 y i Za

(1,0,0) estd en la grafica de la funcién. Six =
f{0,3) = 9. Por lo tanto,

1 v y=0 entonces 1241242722 =1 =
los puntos (1,2,5) ¥

z2 = —1; es decir, (1, 1) no estd en dominio
(0,3,9)

de la funcion.

Fuente: (Zill & Wright, 2011)

Paralelomente, existen magnitudes que quedan
determinadas dando un solo numero real, como longitud
de regla, masa de un cuerpo, tiempo transcurrido entre dos
sucesos, densidad, volumen, trabajo, potencia, aceleracion,
cantidad de movimiento, campo magnético, flujo de calor
o materia, etcétera. Tales magnitudes se llaman escalares y
pueden ser representadas sobre la recta real mediante un
numero que indica su medida. En ofras magnitudes no es
suficiente dar un nUmero para determinarlas, sino que para
conocer la magnitud o modulo —vector medida- en un punto
(OA :distancia entre puntos inicial O y final A o longitud del
segmento), entendido como nUmero que coincide con la
“longitud” del vector en la representacion grdfica o distancia
euclidea, se requiere conocer direccion, medida del dngulo
qgue hace la linea recta por la que estd dada y sentido,
entendido como uno de los sentidos posibles sobre recta que
para por el mdédulo o vector -magnitudes vectoriales-, con
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que el punto se mueve.

A Y

3 A ()(; ;)

OA

Fuente: (Mora, 2016)

Tal que, OA = (A, *D + (A, *7) = OA = (21) + (3)) -
Ahora bien, la relacidon Y = (X4, X, X3, X4, ..., X)) entre Y
y niveles de K factores (£: €1, €2. €3, £4. ---. ) representa
una superficie. Con K factores, la superficie estd en K+1
dimensiones. Por ejemplo: si se tiene f(X;) . la superficie est&
en dos dimensiones:

0 1 2 3 q 5
Values of X,

Fuente: (Zill & Wright, 2011)

Eiemplo a:
J P y=f(x) =Ln (®X)conx =1

f(x) = Ln (x) f(0) =0

Fo) =~ —x1  £(0)=1

x
') =—-1x2 f'(0)=-1
f(x) = 2x73 f7(0) =2
Wy ——6* PO —6
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f(a) f'(a) 7 £ (a) 5 (@) 5 fV(a) P @

fO~or+3r + 2 31 41
f(a) f(a , f(a . f(a
f(x)%%-l- :E! (x—a) + 2(!)()(—3) + 3(!)()(—3)
f“’ﬂ B et f () = a)"

41 n!

f(x) %0+1(){*1)1f%(xf1)2+%(x—1)3—%(x71)4+---

fr(a)

Jrn!

(x—1"

I(x—1)? 2(x—-1)® e&ex-—-1)*
21 I3x2x1 4x3x2x1
f7(a)

n!

() ~ (x — 1)*

+

(x—1"

x-1)' x-1 x-1)* x-1)*
T 2 " B 4
)

n

f(x) ~

_&-p®

+ n!

et )™

Las funciones tienen diferentes formas geométricas:

Tabla 3.1. Formas geométricas de diversas funciones

Nombre Ecuaciin matemdtica | Equivalencia Definicidn Figura geométrica

¥4yt =12
sixyyvalen( | Linea curva cermdn  cuyos
) ) (-2 +(¥—kZF |el centro de |puntos equidistan de ot
Circunferencia
=r? | circunferencia | situado en el mismo plaro que
es un punto en | se llama centro

el centro

Seecitn conica de
excentricidad  igual a 1,
resultante de cortar un cono
recta con un plane cuyo

j’=}t23"?i=

Paribola y-k@¥=0x-h)? ingule de inclinncion respesto

al eje de revelucidn del cono

sea igunl al presentado por su

generatriz. Cunndo v = x° las

lineas van hacia arriba (+),
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Tabla 3.1. Formas geométricas de diversas funciones

Nombre

Ecmaciin matematica

Equivalenci

Definicidn

Fignra geométrica

pera siy = —x% las lineas van

haeia abajo {-].

FT

Curva cemrada con dos ejes de
simetria que resulta al cortar la
superficie de un cono por un
plane  oblicue al gje de
simetria —con dngule mayor
que el de la generatriz
respecto del eje de revolucién,

5i el denominndor de x’es =

Virtice g—aldl

Foro

1081

g
Cenlro Py,

Virlira

Tabla 3.1. Formas geom

étricas de diversas funciones

Nombre Ecuacién matemitica | Equivalencia Definicién Figura geométrica
al denominador de y2, por 3}
)
Elipse (x—h? (y-k? x* ¥ ejemplo 3
—F o=l .
a? b2 aZ b2 2 @5 .
= ;+:=§+§=1,sedme

que el eje mayor es sobre eje
X (elipse horizontal) y si el

denominador de x%es < al
2

denominador de y*, por
ejemplo

T AL T

P + 5 —23+32 = 1, se dice

que el eje mayor es sobre eje

Y (elipse vertical) .

aa0q
ST

v

i,

=)

£
=]
ol

7
e

aajua)

T

.
-

Tabla 3.1. Formas geométricas de diversas funciones

Nombre

Ecuaciin matemdtica

Equivalencia

Definicidn

Figura geométrica

Hiprbola

(x—h? (r—k)?
T B

=1

Seccibin  cbiica,
abierta de dos ramas obtenida

A Cuirva

cortands un cono recto por un

plano  oblicuo  al eje de
simetria, ¥ con dngulo menor
que el de la  generatriz
respecto del eje de revolucidn.
También, 22 considera el lngar
geométrico de los puntos de
un plano tales que el valor
abzolote de la diferencia de
aus distanciaz a dos puntos
fijos, llamados focos, e igual
a la  dictancia  eatre  loz

vértices, la cual ez una

-
#
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Tabla 3.1. Formas geométricas de diversas funciones

MNombre Ecuachin matemidtica | Equivalencia Drefinieiin Figura geométrica

constante  positiva.  Si el
denominador de x?es = al
denominndor de  ¥%,  por
sjemplo

=2 ¥ !

= 1. se di
3 a —== 23_ . 5 dice

que laz hipérbolas zon sobre

-
ey
ey s

-
mgag

) W g o
g A
- 'v.pupu_ny ..
T Py M -

gje X (hipérbola horizontall
supgue si x = ¥ la hipérbola
estard sobre lado positive de
zje X{+) en cambio 51 x =
—y? la hipérbola estard sobre
lado megative de eje X (=)

pero i el depominador de

Tabla 3.1. Formas geométricas de diversas funciones

Nombre Ecuacion matematica | Equivalencia Definicion Figura geomeétrica

2

2 2 2
Xy % oy 3
== = i =] sadice
4 9 22 * F
que las hipérbolas es sobre eje

Y (hipérbola vertical).

Fuente: Elaboracion propia con base en curso de Cdlculo
Vectorial con Ing. Freddy Vinicio Lema Lema

Ejemplo b:
Determine y redlice la representacion grafica del dominio

1 1 ] i
= tal que Dominio < (si

2—2y—4x—3+,jx_
solo si) y2—2y—4x—3+0 Nnx—y>0 = y<x. Entonces,
Dr={(xy)eR*y>—2y —4x—3 =0 = (y — D? = 4(x +

1D o(y—k)? #4(x—h)(Pardbola) Nx —y >0 =2 x—y > 0,x >

de funcion f(0,0) = =

y tal que y < x}.

o 2 &
L7 ¥=<x¥(y—1) FH4(x+1)

Fuente: (Mora, 2016)
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Ejemplo c:

Determine y realice la representacion grdfica del dominio

de funcién f(x,y) = Ln (x — y?2) + ’1 e XZ—ZTOI que Dominio

2
< (sislosi) x—y* >0 = x>y* (Pardbola) y 1 —y* =20 =

XZ yz XZ yz
z+T (v’i(\/E) + ﬁ(%)) =

—yz—ﬁz—l SC 4% <1
2 1 2
1(Elipse). Entonces, D;= {(x, y) e R*talquex—y* >0 =x >

s
y>ny?+ X? < 1}. Grdaficamente el dominio de f es
interseccidn azul de regiéon x >y? (regién derecha de
2
pardbola x = y?, sin incluirla) y region y? + X? < 1 (interior de
2
elipse y% + x? = 1, incluyéndola).

A

Fuente: (Mora, 2016)

Ejemplo d:

_ =22 (y-3)2

Considere la funcidn f(x,y)=3+\/1 "

;x=0

para que la funcion esté definida. Entonces, el dominio

x—2)*>  (y—3)? < 1}
4 9

(dominio de funcion en color celeste); es decir, Dy es regién

mdximo es el conjunto Df={(x,y)eR2:

x-2)>  —3)°
4

encerrada por elipse =

= 1 incluyendo el borde
o limite.
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flay)=3+y/1- L@

Fuente: (Mora, 2016)
Ejemplo e:

. s 1 I .
La funcion z = —— (dominio de funcién en color celeste)
X*+y

solo se define en (0,0) tal que el dominio maximo de esta

funcién es el conjunto D = R? — {(0,0)}

Fuente: (Mora, 2016)
Ejemplo f:

2_
Considere la funcidon f(x,y) = Log(iTsfi’”)) talquex+y—1=#

0=y +*—x+1 (sus puntos no estadn en el dominio) y x2 —
3(y+2) =2y< x—:— 2 (region por debajo de pardbola y =

2
X . . . P Fa
- 2, pero el dominio no la incluye, sino solo el adrea por

arriba de su linea “punteada”). Entonces, Df=
{xy)eR2:y<Z—2ny=—x+1}
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Ejemplo g:

Considere funcién f(x,y) =3 — (x—2)?— (y—2)%cR%. Su
dominio mdximo es R*aunque se hace su representacion
grdfica de f sobre un dominio restringido. Por ejemplo: D =

[1,3] = [1,3].

-
X

Fuente: (Mora, 2016)

En el caso de vectores R® los vectores se representan
graficamente asi:

A(xy.2)

B(x,y,2)

Fuente: (Mora, 2016)
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Donde, y = f(x) = z = f(x,y). De acuerdo con Mora (2016),
otra forma de representar el Espacio Tridimensional con

puntos P(x,y,z) = x,y,Z€ Res:

(b) Punto P = (x,y,z)
Fuente: (Mora, 2016)
Ejemplo:

Los puntos en eje X tienen coordenadas (x,0,0),xe R, puntos
en eje Y tienen coordenadas (0,y,0),y e Ry puntos en eje Z
tienen coordenadas (0,0,z),ze R. Entonces:

Fuente: (Mora, 2016)
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Hay fres planos XY, XZ y YZ que contienen un par de
coordenadas de ejes coordenados: XY contiene eje Xy Y, XZ
contfiene Xy Zvy, finalmente, YZ contiene Yy Z.

Z) Z

x/ﬁ\"’ DR S /%.”

Plano XY Plano XZ Plano YZ

Fuente: (Mora, 2016)

Hay tres planos XY, XZ y YZ dividen el espacio en ocho partes
llamadas Octantes tal que el primer octante corresponde a
la parte positiva de los ejes:

(c) Habitacién en el primer octante

Fuente: (Mora, 2016)
3.5. Vistas isométricas de un punto

Para visualizar las vistas isométricas de un punto considere
el punto Pgyy = @b,¢) en espacio tridimensional, se define su vista
de este punto en plano XY como punto By, = (a,b,0) . Entonces,
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se define la vista en plano YZ como punto.......... Pz = (0,b,c)JITimo,
la vista del plano XZ como P, , = (a,0,c) Por lo tanto, estas vistas
se denominan “Proyecciones Perpendiculares” del punto en
plano respectivo:

o Z
-qﬁ-‘TP::.y z
5
i
a b a < ‘; ‘b
X e . X‘ - g
=4 Y
e P, Y
Proyecciéon sobre XY Punto Fy ..
Z Z
Clrr——== + Py, . Py » +—1€
i i
f !
i !
X _— X o P
-~ o ¥ ~ Y
Proyeccién sobre Y Z Proyeccién sobre X Z

Fuente: (Mora, 2016)

Las superficies en R? espacio son las superficies formadas en
puntos (x,y,z) tal que su forma implicita es z=f(x,y) 6, en forma
explicita, F(x,y,z)=0. Sin embargo, no todas las superficies
“suaves” en R3, con o sin desigualdades, se pueden describir
con solo la ecuacion F(x,y,z)=0. En general, el estudio de
superficies de manera general, se requiere estudiarlas
“totalmente”. Asi:

Una superficie S es un subconjunto de R? que, en un entorno
de cualquiera de sus puntos, luce como un “parche de R?
Es decir, para cada peS 3 un entorno abierto U € R? y un
enfornow < R®que contiene a p tal que se puede establecer
una biyeccion (). confinua (HOMEOMORFISMO). Tal que
p:U—=SAW g cada homemorfismo r, se llama “parche” o
PARAMETRIZACION del conjunto abiertoSNW . Entonces, una
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coleccion de “parches” que cubren S se llama “ATLAS DE S".

(x0.¥0)

Fuente: (Mora, 2016)

Si una superficie S tiene ecuacion z=f(x,y) con (x,y) © (x.z)
(x,z)eD CR?, entonces la superficie seria de un solo “parche” y
una parametrizacién equivaldria a:

r(x,y) = xi + yj + (%, y)ﬁ 0, equivalente a r(x,y) =
X

Y | (xy) €D
f(x,y)

Segun Lema (2017) y Moral (2016), las Derivadas Parciales
(z=f(x,y)) sonconocidasen cdlculo enunavariable, expresadas
en “Tasa de Cambio” como:

" h-o0

Ax

f'(x) - Ax - 0

Lim (AY) Lim [f(x +h) - f(X)]
h

f(z+h)
f(z)

Fuente: (Mora, 2016)
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Entonces, si el limite existe implica (=)que la derivada es la
rectatangente afenx. Porlotanto, £R* - R . la derivada de fen
x = (X0,¥0) € R? en |a direccidn del vector unitario v = (u;,0,) € R?
mide la tasa (instantdnea) de cambio de f mediante recta
Ly =x+h cuando h=0. Obteniendo la derivada en direccién

de v con el limite. Lim [f(Xo+hvero+hvz)—f(Xoryo)
-0 h

Enseguidase fiene que elmoddulo delarectacomo vectores
lIx = (x + hv)ll = lx — x — hvll = |[hv]l =h. suponiendo que U es unitario
(vector cuyo moédulo esigual a 1 o vector normalizado).

Geométricamente, ésta derivada es la pendiente de la
recta tangente a curva C(h) = (%o +hvy, ¥ +huy, f(x +hv)) en h=0. Tal
que, ésta curva es la interseccidn de superficie S de ecuacion
z=f(x,y) con el plano generado por recta L:

Z

Fuente: (Mora, 2016)

En cdlculo diferencial, una Derivada Parcial de una funciéon
de diversas variables es la derivada respecto a cada una
de esas variables manteniendo las otras como constantes
(A=f(x,y,z,...)). Las derivadas parciales son Utiles en cdlculo
vectorial, geometria diferencial, fisica matemdtica, etcétera.
“0" es letra "d"” redondeada, conocida como “d de Jacobi”,
con que se representa la “Derivada Parcial”.

Elinterés particularser&respecto alas “Derivadas Parciales:

Of _ Derivada en direccién de eje X
(7):4 Derivada parcial respecto a X

Of _ Derivada en direccién de eje Y
ay Derivada parcial respectoa Y
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Por definicidn, seav € R" un conjunto abierto y sea f:v - R.
. . of ;
Enfonces, la derivada parcial = de frespecto a variable X;

en punto x = (xq, ..., X,) se define como:

of  Lim f&uXp X+ h e xg) = (X1, 0 Xp)

x h-0 h
_ Lim [f(x+he;) —f(x)
" h-o0 h

Siempre y cuando el limite exista (3)., donde eg; =

& 5 6 - 2 5 af
0, ..,1,..,0) con 1 en la i-ésima posicion. El dominio de e
1

es el subconjunto de R? en que este limite existe.

El Caso de Dos Variables implica que, siendo z = f(x,y),

ar oz

— —Z
ax’ ax’ X

puede denotarse de varias formas equivalentes: o}

f,. Entonces:

o  Lim [f(x-l—h,y)—f(X:Y)]

dx h—=0 h
Of  Lim [f(xy+h) —fxy)

El Cdlculo Directo de las d se puede comprender mediante
los siguientes ejemplos:

3 IV _ vl 1 o _ 1 1, _ W

1. f(x,y) = VX*VY=X/3%Y /3 tal que ax——gx%*Y 3_33\/F’
. af 1 y VX
i T L P =
Ahora bien, ™ 3Y2/3*X e

Para saber si la funcion es derivable en (x,y)=(0,0) se tiene
que aplicar la definicion:
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h

af ~ Lim [f(0+h,0)—f(0,0)] Lim (0—0\
&(0’0)_h—>o[ h _h—>0( )_0

af B0 Lim [f(0,0+h) —f(0,0)] Lim (0—0)
%(')_h—m h “h-0\ h

2. z=%xY 2x>0 vy, recordando regla de |la cadena, es

(a") =?= a"*Ln(a) *x

dz
- e y-1
ax yrx

J .
%:xb" #Ln(x) *y =x¥ * Ln(x)

Si €(r,0) = r™ * Cos(nB) n € N en un Octante. Tal que:

ac
o e "1 x Cos(n@)
r

g;g = r? % (—n) * Sen(n®)

Si:

Cos(xy) + xSen(2y) - 9z  —ySen(xy) + Sen(2y)
Zz=——""*° e
2 ox 2

dz _ —xSen(xy) + 2x Cos(2y)
ay 2
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DERIVADAS PARCIALES DE ORDEN
SUPERIOR



4.1. Definicion

Las Derivadas Parciales de Orden Superior es una derivada
parcial de diversas variables, es su derivada respecto a
una de esas variables manteniendo constantes las ofras. La
derivada de orden superior comprende las derivadas a partir
de la segunda derivada o mds y que se efectUa derivando
tantas veces como se indique.

4.2. Representacion

Las derivadas parciales son Utiles en cdlculo vectorial
- . . . . a o
y geometria diferencial. Su representacién es, sify.ov5,
a2z 9%z

funciones de dos variables, se tienen 32 v 7 como segundas
derivadas parciales.

También, se tienen las siguientes notaciones:

o af a2f 8%z
(fx)x = fxx = I:11 = ax \Uax = Fx2 = %2
a of azf 8%z
(fx)y = ny = f12 = a_y ox = dy Ox = dy 9x
a rof azf 9%z
(fy) = fp = f2, = — _): —
x dx \dy. ox 0y dy 0x

2 (of\ _ 9%f 9%z

(), =fyy = f2z = 5 a_y)_a—yz_a—yz
Si se deriva respecto a x, la variable y se tomard como una
constante y no como una variable, asi como viceversa.

Ejemplo a: Seaf(x,y) = x* +x%y? +y* 6z = x> + x?y? +y3. Por

lo tanto:
0z 0z 2 2
_ a2 2 '
&—3x +2xy“+0 dy 0+2x%y +3y
azz—6 gy Ej'ZZ—22+6
o = ey e = & T
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Ejemplo b: Se tiene, sea f: R — R una funcién dos veces

derivable y z = (1) con n = x3y*. Entonces:

0z .
&=f(u)*3x2y4
8%z 2 . 53 i :
E=f (W =3x*yT*3x°yt +6xy* + F (W)
2%z 5 oo e
ayax=f (W *+4x°y? *3x%y* + 4+ 3x%y° + f ()

(multiplican coeficientes de dydx con exponentes menores de ambas

variables)
adz .
a=f(p.)*4x3y3
622 - 3..3 3..3 3.2 "
W:f (W) * 4x3y% « 4x3y3 + 12 x3y2 * (W)
0%z . :
axay=f (W *3x2y**«4x3y? +3x4x%y% « ()

(multiplican coeficientes de 0xdy con exponentes menores de ambas

variables)

4.3. La Regla de la Cadena
ggvariable se deriva, segun ORDEN pedido: dydx o dyox.

La Regla de la Cadena es una féormula para la derivada
de la composicion de dos funciones. Tiene aplicaciones en el
cdlculo algebraico de derivadas cuando existe composicion
de funciones.

En términos intuitivos, si una variable y depende de una
segunda variable u, que a la vez depende de una tercera
variable x; entonces, la razén de cambio de y conrespecto a
X puede ser calculada con el producto de larazén de cambio
de y conrespecto a u multiplicado por la razén de cambio de
U con respecto a x.
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Al recordar el cdlculo en una variable, Método de

Integraciéon por partes por ejemplo, se ftienen f(u) y u(x)
. . - 1

derivables, talque sip=x?, y=Ln(x?) >y =Ln(p) ~y = —

2x (derivada interna de p). Por lo tanto:

S5f 8f Su

8x  8p  ox

Eiemplo a: [ xv/x + 3 8x tal que n = x, variable mdas facil de
derivar, — p' = 8x mientras que, la variable mas facil de

: . : (x+3)%+1 2 2
integral, v = vx + 3 es — su infegral es e (x + 3)=.
2

a
Por lo tanto, fpﬁn=|.m—_|-n5|.|=§=(x+3]§*x—§_|-(x+
& 2 El 2 2 5 ——
3}2Ex=5*(x+3]3*x—;*gxz+c-‘._]'xx-’x}:iﬁx

z 4+ =
— x4+ 3)P¥=x——=vx5 ¢

Eemplo b: [ %5}; al gque p=x varable mdas facil de

derivar, - p = 6x mientras que, la variable mas facil de

: . il . (2?:—5]_%“
infegral, » = (2x—5)"z es — su integral es .
2

2v2x—-5.5in=2x—-5 = du=26x ~ S:c:i—“.

Entonces, [uén=mw— [pfp=x=x= (2}{—5]%—2_[% Gp =

1
1 2 2 — _ (zx—5E" _
x*(Zx—Ejz—;*(ud)+c, pues  [+2x 55}(——,__'_1 =

z

=

L= 5F _ (p_:z) Por lo tanto, | ;z: -0x = X(2x — 5)2 —

E[(Ex 5)‘;2] e

3

Sin embargo, la regla de la cadena en varias variables
presenta los siguientes casos particulares:
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CASO I: Sean x=x(1) y y =y(t) funciones derivables, z =
f(xy) diferenciable en (xy)=[xq yp] Enfonces, z=
f(x#), ¥@) €s derivable en y. Por lo tanfo:

6z of . +6f . of §x+af 8y
st ax 7 gy T ax st ay ot
CASO II: Sean funciones p=p(xy) v n=r0p(xy) con
derivadas parciales en (x,y). Si z = f(p,») diferenciable en

(o) = (:g:g) fal que z = f(y, v) tiene derivadas parciales

de primer orden en (x,y) y:

gz _ Of op Of &»
Ix: Bu Ox " 8% Bk

dz of ap Jf és

oy ooy e oy
4.4. Cdlculo Integral por Partes con Regla de Cadena

El bosquejo grdfico consiste en un conjunto de curvas,
llamadas trazas o cortes verticales y horizontales:

curva de nivel

Fuente: (Mora, 2016)

En las curvas de nivel y frazas o cortes se tiene los siguientes
elementos:

-Sea S una superficie en el espacio: F(x,y,z)=0.
-Sea (x,y) e R que satisfacen: F(x,y,c)=0.

-La misma que define una curva en plano XY conocida
9
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como Curva de Nivel de la superficie S.

-Geométricamente es el corte entre proyeccion XY y plano
Z=C.

-A las curvas F(x,y,c)=0; z=c (si existen) se les llama trazas o
cortes de superficie S.

4.4.1. Las trazas o cortes

Las trazas o cortes tienen como fin realizar el dibujo de una
superficie S de ecuacion implicita F(x,y,z)=0 o explicita z=f(x,y).
Los cortes a esta superficie S mediante planos paralelos (II) a
planos coordenados, que tienen apariencia de “alambres”
se llaman trazas o cortes.

Ejemplo a: Superficie (S), plano (M), traza z=f(c,y);x=c o
F(c.y,.c)=0; x=c. Se llama superficie al conjunto de puntos
del espacio euclidiano fridimensional cuyas coordenadas
satisfacen la ecuacion F(x,y,z)=0; aunque, esta ecuacion
expresa una relacion entre tres variables, pero no siempre es
asi.

Su objetivo principal es estudiar superficies simples, como
planos, superficies cilindricas y superficies cuadraticas. Por lo
tanto, las curvas en el espacio se describen por medio de una
ecuacion cartesiana F(x,y)=c. Por ejemplo, circunferencia
de radio a, x? +y? =a? . Por lo fanto, la curva ¢ como un
conjunto de puntos se representa asi:

C ={(x,y) eR¥*/F(x,y) = ¢}

Asi, las curvas R3 podrian ser definidas por un par de
ecuaciones, como interseccion de dos superficies:

Fl(Xr y, Z) =G F2 (X! Y Z) =G
Ejemplo b: Elipse . x-1)? n (z+1)? _ 15€ grdfica en plano (M) XZ
con Y=0. & ¢

97




FUNDAMENTOS MATEMATICOS DE INVESTIGACION OPERATIVA

Programacidn Lineal, Hipdtesis y Series de Taylor

Plano

Fuente: (Mora, 2016)

4.4.2. Ecuacion Paramétrica

La ecuacidon paramétrica es otra manera de definir
una curva, es como el lugar geométrico de un punto
en movimiento. Donde r(f) es la posicion del punto en el
instante t. Siendo las ecuaciones en Curvas Planas, r:R — R tal
que r() =x(O1+y()7] y Curvas en el Espacio, r:R— R*tal que
r(t) = x(Oi + y(0) + 2Ok , respetivamente.

r(t:)

Fuente: (Mora, 2016)

Eiemplo c: Una circunferencia en plano (M) (xy), de
radio a con cenfro en el origen. Su grafica cartesiana seria
x*+y*=a%z=0 En cambio, una ecuacién paramétrica seria

. a cos(t)
r(t) = acos(t)i + asen(t)j + Ok 6 r(t) = (a sen(t))
0
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Fuente: (Mora, 2016)

Donde:
-Curva en plano XY—F(x,y)=0 z=0.
-Curva en plano XZ—F(x,z)=0 y=0.
-Curva en plano YZ—F(y,z)=0 x=0
Ejemplo d: Se grafica ¢=(x—2)2+(z—2)>=1,y=0. Tal
que,sic=(x—2)*+ (z—2)? =1;y =0 implica plano (IT) x,y
con radio =1 y centro (2,0,2). En cambio, si C:r(t) =
2 + cos(t)
( 0 )tal quete[0,2m] 6 r(t) = (2+ cos())T+ 07+ (2 +
2 + sen(t)
sen(t))k

Fuente: (Mora, 2016)
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Ejemplo e: El II:z=0— (xy,2)/ye R = z = 0 es el plano XY.
i i

Parameétricamente esto es: [I:r(t,s) = (s) =7 |=t>+s
0

—

—
k

—]_>+Oi>’ro| que (1,s) eR * R:

Z

Fuente: (Mora, 2016)

Los planos de ecuacion cartesiana con una variable
ausente significan que una variable tiene coeficiente nulo.
Ejemplo f: MM:0x+by+cz=d, Ejlemplo g: MN:x+y=2 — {(X,y.z) :x+y=2;z
€ ]R{‘} tal que x+y=2 es recta con z=0 y el plano se levanta
sobre la recta.

Parametrizada esta ecuacion seria x+y=2 —t+y=2. Donde

-
t i

M:r(ts) = (z—t) = (?) talquet se R*R:
5 Ed

k

Z x+-y:2;ZE|R

Fuente: (Mora, 2016)
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Los planos de ecuacidon cartesiana sin variables ausentes
significan que axtby+cz=d tal que a,b,c #0. Entonces, se
determina intersecciones con cada eje coordenado, se
fraza segmentos y se extiende con paralelas. Eiemplo h: IM:4x-
4y+27=4 implica

X y Z
0] 0 2
1 0 0
0o | -1 0

Siendo los puntos de interseccion con ejes de coordenadas
x=1,y=-1yz=2talque A(1,0,0),B(0,-1,0) yC(0,0,2), parametrizado

t
H:r(t,gs)=A+(B—A)t+(C—A)5=(t+5—1)=
zs

5
E

(7) tal quet, s e R:
Y

Fuente: (Mora, 2016)
4.5. Superficies Cuadrdticas

Las superficies cuadrdticas se producen al rotar una conica
alrededor de su eje focal. Estas superficies satisfacen una
ecuacion de segundo grado en x,y,z llamadas superficies
cuadrdticas o cuadricas. Se considera cuadratica en posicion
estdndar (sin rotacién) siAX? + BY? + CZ? + Dx+Ey + Fz + G = 0. Existen
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17 tipos estdndar cuadrdticas:

Tabla 3.2. Tipos estandar cuadrdticas o superficies canonicas

centradas en el origen. (Cont.).

Tipe

Ecuacidn

Observaciones

Figura geoméirica

Porateoloide

Es una cuidnice, wn tipe de
superficie idimensional que se
describe mediante  ecusciones.
Pueden ser elipticos
xy 2 T g
@+ =3 °
hiperbélicos
2 2
X Ehinei B
(G -()=2) seeta s
que sus términes cuadriticos (los
que contienen variables elevadas

al cvadrado, agqui indicadas

Tabla 3.2. Tipos estadndar cuadrdticas o superficies candnicas

centradas en el origen. (Cont.).

Tipo

Ecuacién

Observaciones

Figura geométrica

como X e ¥) tengan igual o

diztinto signo, pespectivamente.

Tabla 3.2. Tipos estdndar cuadrdticas o superficies candnicas

centradas en el origen. (Cont.).

Tipo Ecnacidn Observaciones
Es una cuidrica, case particular
¥: yr g2 de esfercide ¥ wun tipe de
Esfera —+t—=+=—-1=0 s .
a® b2 2 superficie tridimensional que se

describe mediante una ecuacibn,
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Tabla 3.2. Tipos estdndar cuadrdticas o superficies candnicas
centfradas en el origen. (Cont.).

Tipe Ecuacién Observaciones Figura geométrica

Es un caso particular de
elipsoide. Es un elipsoide de
revolucion: es decir, la superficie
que se obtiene al girar una elipse
alrededor de uno de sus ejes
Esferoide —t—4+—=-1= principales. Por convenio, el eje
de simetria se denomina ¢ y se
sinia en el eje de coordenadas
cartesianas Z; al eje
perpendicular al de simetria se

denomina a.

Tabla 3.2. Tipos estdndar cuadrdticas o superficies candnicas
centradas en el origen. (Cont.).

Tipo Ecuacidn Observaciones Figura geométrica

Es simétrico respecto a cada uno
de los tres planos coordenades y
tlene interseccién con  ejes
Xz yz 7?2 coordenados  en  (4a,0,0),
Elipsoide ——+—==1
a2 b2 g2 (0,4b,0) y (0,0,4¢c). La iraza
del elipsoide sobre cada uno de

los planes coordenados es un

tinice punto o una elipse.

Tabla 3.2. Tipos estdndar cuadrdticas o superficies candnicas
centradas en el origen. (Cont.).

Tipo Ecnacidn Observaciones Fignra geométrica

Cuddricas formadas por
desplozamients de una  recta
(meneratriz) que pasa siempre
por un punto fijo llamado vértice
a lo largo de una curva plana
{cerrada o abierta) que se halla
y R Cs "
Cono c—2=¥+F en un plane diferente al del
vértice, denominada directriz del

cono. Ex decir, ez un sdlido de

revolacién generado por el giro
de wun tridngule  rectingulo
alrededor de uno de sus catetos.

Al circulo conformade por el
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Tabla 3.2. Tipos estdndar cuadrdticas o superficies candnicas
centfradas en el origen. (Cont.).

Tipo Ecuacidn Ohservaciones Figura geométrica

otre catetn 4@ denomins base y al
punte  donde confloyen las
generatrices s¢ llama vértice o
clizpide.  Andlogamente  se
L L
tendrin  conoa: E=anta¥

o,

# o aE

Hiperboloide de una hoja tiene
trazas sobre planes honizontales
Ehiper ge £+£_Z=_ z=k.qu=sonclips=s§+;:==
una haja Rt R 5

1+ Sus trazas sobre planos

verticales son hipérbolas ¢ on

Tabla 3.2. Tipos estadndar cuadrdticas o superficies candnicas
centradas en el origen. (Cont.).

Tipo Ecuacion Observaciones Figura geométrica

par de rectas que se intersecan,
mientras que un hiperboloide de
dos hajes es wna superficie con
dos fojor o mantos separados.
Sus  frazas sobre  plancs
horizontalss z = k son elipsss ¥
sobre  planos  wverticales son
hipérbolas.

Hiperboleide  de 72 oy ox?
dos hoja ¢ h? af

Tabla 3.2. Tipos estdndar cuadrdticas o superficies candnicas
centfradas en el origen. (Cont.).

Tipo Ecuacion Observaciones Figura geomeétrica

Es una superficie cuadrica, como
elipsoide, hiperboloide eliptico
de dos hojas, cono eliptico,
Hiperboloide X2 y? g2 hiperboloide eliptico de una
eliptico a? bz 2 c hoja, paraboloide eliptico ¥ el

paraboloide  hiperbslico. En

otras palabras, es el cuerpo

formado por la superficie que
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Tabla 3.2. Tipos estdndar cuadrdticas o superficies candnicas
centfradas en el origen. (Cont.).

Tipo

Ecuacidn

Ohservaciones

Figura geométrica

i ST i
TaZ B2l e

recubre dos bLipérbolas
ortegonales  entre 21y que
compartsn. un mismo  eje.
Dependiende  de qué  eje
compartan e obtienen el
hiperboloide  eliptico de  dos
hojas (2l el eje comin es el
mayor o real) ¥ ¢l hiperboloide
eliptico de una hoja (cuando el
gje comin ez el menor o

InAZINAris),

Tabla 3.2. Tipos estandar cuadrdticas o superficies candnicas
cenfradas en el origen. (Cont.).

Tipo

Ecuaciin

Dbservaciones

Figura geométrica

Cilindro

M2 YT =2

Se origina del griege “kylindros™
que significa “rodille™, ez on
cuerpe solido geométrico que
posee dos extremos planos ¥
redondo: w ovaladoz  moy
similares ¥ con un lado curvo.
cuyo desarvolle e2 un rectingulo.
Es una swperficie de  las
denominadas cuddricas formada
por <l desplazamicnto paralcle
de unn recta [lamada generatriz o
lo largo de una curva plana,

denominada directriz del

H

Generatrices

Tabla 3.2. Tipos estdndar cuadrdticas o superficies candnicas
centradas en el origen. (Cont.).

Tipo

Ecuacidn

Obszervaciones

Figura geométrica

cilindro. Si la directriz es wn
cirenle ¥ la  generatriz  es
perpendicular a &l entonces la
superficic  obtenidas, Illamada
cilindeo circular recto, seri de
revohicidn v tendrd por lo tanto
todos sus puntos situados a una
diztancia fija de una linea recta,
el eje del cilindro. El adlido
encermrndo por csta superficie ¥y
por dos planos perpendiculares
al eje también es lamado
cilindro, Este solido e wtilizado

como una superficie Gauziana.
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Tabla 3.2. Tipos estandar cuadrdticas o superficies candnicas
centradas en el origen. (Cont.).

Tipo Ecuacion Ohservaciomes Fignra geométrica

Sus  trazas sobre  planos
horizontales z = k zon elipses.
Suz  tazas  sobre  planos

verticales  comresponden &

v

=R

Cono eliptico

hipérbolas o un par de rectas

Tabla 3.2. Tipos estandar cuadrdticas o superficies candnicas
centradas en el origen. (Cont.).

Tipo Ecuaciin Dbservaciones Figura geométrica

Es una cwddricn formada por
desplazamiento paralelo de wna
recta llamada generatriz o lo
large de una curva plana, que
puede ser cersada o abieria,
Cilindro eliptico —+—=1 denominada directriz del
cilindro. Se construye

desplazando una elipse a wavés =

de un gje que pasa por su centro

¥ que es perpendicular al plano ] l
de La elipse.

Tabla 3.2. Tipos estdndar cuadrdticas o superficies candnicas
centradas en el origen. (Cont.).

Tipo Ecunaciin Ohservaciones Figura geométrica

Sus trazas sobre planocs
horizontales z =k son elipses
Paraboloide X ¥E g x

eliptico at 22 BE e at
planos verticales, sean x = k o

i k
tm=% Sus wazas sobie

¥ = k son panibolas.
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Tabla 3.2. Tipos estdndar cuadrdticas o superficies candnicas
centfradas en el origen. (Cont.).

Tipo Ecunciin Observaciones Figura geométrica

Sus  tmzas  sobre  planos
horizontales z=k S0
hipérbolazs o dos rectas {z = O).
Sus  trazas  szobre  planos
verticales paralelos al plano x
Paraboloide o g son paribolos que abren hacia

hiperbalico B2« abajo, mientras que las trazas

sobre planos verticales paralelos
al plane YZ son panibolas que

abren hacia ariba. Su grafica - -
tiene I forma de “unn silla de . =
montar™. W .

Fuente: Elaboracion propia con base (Zill & Wright, 2011),
cursos de Cdlculo Vectorial con Ing. Freddy Vinicio Lema
Lema (2015), (Mora, 2016)

Generalmente, la relacidn entre respuesta y variables
independientes se desconoce. En consecuencia, se requiere
un modelo que aproxime esta relacion funcional entre Y con
variables independientes o exdgenas ........ (X1, X2, X3, Xgr o, X2
modelo provee bases para un nuevo experimento que lleva a
un nuevo modeloy el ciclo se repite. Silarespuesta se describe
adecuadamente porunafuncionlineal de variables exdgenas
usa el modelo de primer orden Y = By + B X1 + B2X; + - + BiX + &

Los parametros del modelo se estiman mediante el método
de Minimos Cuadrados Ordinarios (MCQO). Una vez obtenidos
los estimadores se sustituyen en ecuacidon y se obtiene el
modelo ajustado Y = by +b;Xy + byX; + -+ + b Xy + &
Este modelo se usa cuando se estudia el comportamiento de
variable de respuesta, dependiente o enddgena Unicamente
en la region y cuando se conoce la forma de la superficie.

Para estimar los coeficientes se requiere N2k+1 valores
respuesta (Y). El andlisis de datos de corridas se presenta en
una tabla de Andlisis de Varianza con las siguientes fuentes
de variacion que contribuyen a su variacion total:
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Tabla 3.3. Andlisis de varianza o ANOVA

F. de V(Pn:torde Variac Gl[ﬂrlrlnl de Libertad) S{:(SILTII de Cuadradoy c“[ﬁudradn Media) F{l:n'l.culndn)
o o o 0 o Frablasy | R?
W[\'arlaﬂonl‘artor] Df[ Degrees of freedom) Sum sq[sum of squal Mean S‘I{Mm SUAT FW‘“E[M:nIaI‘ed
Total N-1
55R
Regresién p — 1 (Numerador) - SCR/p—1 & Maegrson | Glovumeradon) SSR
o Zﬁu -¥? € Mgesiduo G]{Dem:illad.nr 35T
u=1
N S5E
Residuo SCR/N -
- p (Denominador) ) _ i
B Z(Yn =Y
u=1

Fuente: Elaboracién propia con base en modificaciones de

(Gonzdlez B. G., Métodos estadisticos y principios de diseno

experimental, 2010) y (Hurtado & Gomez, 2010).Y_u: esel valor

observado en la u-ésima corrida y p representa el nUmero de
términos del modelo ajustado.

La prueba de significancia de esta ecuacion de regresion
ajustada fiene por H_O: B_s.,menos B_0=0 vs H_a: B_s,menos
B_0#£0.Lapruebasupone queelerrorse comportanormalmente
y se usa el estadistico de F de Fisher Snedecor, tal que si el
valor Fcalculada €s mayor que Fablas, ;o umerstory-po tenminate INAICA qUE
la variacion explicada por el modelo es significativamente
mayor que la variacion no explicada o inexplicable.

Se presenta por la no planaridad o curvatura de superficie
de respuesta, pues no se detecta debido a la exclusion
de términos cuadrdticos o cUbicos, como biixi, biixi o de
términos de producto cruzado bﬁxix]-}(k que referentes al
efecto interaccién entre factores.

Esta prueba requiere que el diseno del experimento
satisfaga los siguientes elementos:

-NUmero de distintos puntos de diseno n debe exceder el
numero de términos en modelo ajustado (n>k+1).
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Al menos 2 réplicas deben colectarse en uno o mds puntos
del diseno para estimar la varianza del error.

Valores del error aleatorio (g,) deben asumir una
distribucion normal e independiente con una varianza comun
o2 (homocedasticidad).

Si se cumplen condiciones 1 y 2, la suma de cuadrados
residual se compone de dos fuentes de variacion. La primera
es la falta de ajuste del modelo ajustado debido a exclusion
de términos de mayor orden y la segunda es la variacion
del error puro. Su cdlculo requiere la suma de cuadrados
calculada de réplicas que recibe el nombre “error puro de
suma de cuadrados” y sustraer la suma de cuadrados residual,
para obtener la suma de cuadrados de la falta de ajuste

n

n
SS Error Puro = z Z (Yia — Y2

=1 u=1

Donde, Y_lu es u-ésima observacion del I-ésimo punto del
diseno, u=1,2,3,4,....r_1,1=1,23,4,...ny Y,es promedio de 1
observaciones del I-&simo punto del diseno.

n

SS Falta de Ajuste = SSE — SS Error Puro = Z rlY—Y0P
1=1

Donde, Y, es valor predicho de respuesta en I-ésimo punto
del diseno. La prueba de adecuacion del modelo ajustado
es:

: _ SSFaltade Ajuste/n—p i, (-2 /m-p
Caleulada ™ = o0 Brror Puro/N—n (Y - Y)Z/N=-n

La prueba usa el estadistico de F de Fisher Snedecor, tal
que si el valor Feaicutaaa €5 MAYOr QUE Ftablas g - o mumeradory N-no denominador)
Cuando Feyi € Mg €S USQDO para estimar 2y, también, se
usa para probar la significancia del modelo ajustado tal que
cuando la hipdtesis de suficiencia de ajuste no se acepta
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se debe elevar el grado del modelo aumentando férminos
de producto cruzado y/o términos de mayor grado en
X1, X;, X3, Xy, .., Xk Si se requieren puntos adicionales para estimar
todos los coeficientes, se anaden. Se colectan datos y se
vuelve a realizar el andlisis. Sin embargo, si no se rechaza la
hipdtesis se puede inferir que la superficie es plana. Una vez
que se tiene la ecuacion y se ha probado el ajuste se buscan
niveles que mejoren los valores de respuesta.

Frecuentemente, la estimacion inicial de condiciones de
operacion optimas estd alejada del éptimo real, pues en
este caso se desea mover rdpidamente a la vecindad del
Sptimo. El método de mdaxima pendiente en ascenso es un
procedimiento para recorrer secuencialmente |la frayectoria
de mdxima pendiente, que conduce al méximo aumento de
respuesta. Cuando desea minimizacion se frata de minima
pendiente en descenso. De acuerdo con (Montgomery, 2012),
la direccion de ascenso mdaximo es donde Y aumenta mds
rdpido y es paralela a la normal de la superficie de respuesta
ajustada. Los incrementos a lo largo de su trayectoria son
proporcionales a coeficientes de regresion B_0, p_1, B_2....
B_k. Los experimentos se hacen hasta que deje de observarse
un incremento en la respuesta. Entfonces, se ajusta un nuevo
modelo de primer orden con que se determina una nueva
trayectoria y se sigue con el procedimiento. Por Ultimo, se
consigue llegar a la cercania del 6ptimo, que ocurre cuando
existe falta de ajuste del modelo de primer orden.

Un algoritmo propuesto por Montgomery (2012) es,
suponiendo que punto %=X =X=X=.,=X=0

1. Se elige un tamano de incremento o “escaldn” en una
de las variables del proceso, como AX;j, se elige usualmente
la variable que mds se sabe o la que tiene mayor coeficiente
de regresion absoluto |B_j |.

2. El tamano de incremento en otras variables es:
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&Xj == AL
Bj/AX;

Donde, i=1,2,3.4,...k e i#

Se convierte AX; de variables codificadas a variables
naturales.

Ejemplo (Montgomery, 2012): Un Ingeniero Agroindustrial
desea determinar condiciones de operacion que maximicen
rendimiento de una accidén. Tiempo y temperatura son dos
variables controlablesinfluyen. Actualmente, el proceso opera
con un tiempo de reaccién de 35 minutos y temperatura de
155/ ( 0) F, produciendo un rendimiento de 40 %. El ingeniero
decide que la regidon de exploracion sea (30,40) minutos
de reaccién y (150,160)%F . Para simplificar los cdlculos, las
variablesindependientes o exdgenas se codifican enintervalo
(-1,1). Las variables codificadas son:

(g, — 35)

X, = =

(g, — 155)
————

Donde, ¢_1 es variable natural tiempo y €2 es variable
natural temperatura. En la siguiente tabla se muestran los
datos, se usa un disefio factorial 2X aumentando en cinco
puntos centrales. Las observaciones centrales sirven para
estimar el error experimental y permiten probar la adecuacion
del modelo de primer orden:

X, =
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Tabla 3.4. Datos del proceso para ajustar a un modelo de
primer orden

Variables Naturales Variables Codificadas Respuesta
£ £ B X, Y
30 150 -1 -1 393
30 160 -1 1 40.0
40 150 1 -1 409
40 160 1 1 41.5
35 155 0 0 40.3
35 155 0 0 405
35 155 0 0 40.7
35 155 0 0 402
35 155 0 0 40.6

Fuente: Elaboracion propia con base en (Hurtado & Gomez,
2010)

Con el método de Minimos Cuadrados Ordinarios se
obtiene:

Y =4044+0.775%, + 0.325X,

Enseguida se muestra el Andlisis de Varianza, siendo F de
regresion global altamente significativa:
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Tabla 3.5. Andlisis de Varianza o ANOVA

F. de Vipyrop dmmu‘] Gl Grados do Libertad) SC(5uma de Cundrados) CM | cuadrado Media) Fiealeulada)
[] [ 0 o 0 R
VEyaviavion faewor) | Dfj Degrees of [reedom) Sum 8q;5um of square) Mean 8q yeam squares) | T Tlrﬂ-lu3[’(:11.]::41[&10.1 3]
N
Total N-1=8 SST=Z{YU -1)P=3.0022
w=l
N CMaogresion | 53R
Regresion (. f2) | p-1=2 | ssR= Z(?u ~Y=28250 | SCR/p-1=14125 | CMpegiwo | 9T
u=i =4783 = 94,09
Residuo N
SSE = Z('ru-?ujz =0.1772 SCR/N—p
(Falta ds ajuste) S p = = = 00026 =008
N =0.0052 - 00430
(Error puro) ! =G

Fuente: Elaboracién propia con base en modificaciones de
(Gonzdlez B. G., Métodos estadisticos y principios de diseno
experimental, 2010) y (Hurtado & Gémez, 2010)

El modelo indica desplazamiento de 0.775 unidades en
direccion X_1 por cada 0.325 unidades en direccion X_2.
Se sabe que la trayectoria pasa por el punto X_1=0, X_2=0
y tiene pendiente 0.3250.775=41.94 %. En este ejemplo,
se decide usar 5 minutos como incremento en tiempo
de reaccioén, equivalente a variable codificad 4X; = 1
Los incrementos a lo largo de la trayectoria son AX; = 1
AX, = 0.325/0.775 = 0.42.

El ingeniero calcula punto en su trayectoria y observa el
rendimiento en cada uno hasta notar un decremento en
su respuesta. Los resultados aparecen a continuacion. Los
incrementos se muestran tanto para variables codificadas
como naturales. Esto se debe a que las codificadas son mds
faciles de manejar matemdticamente y las naturales son las
usadas en llevar a cabo el proceso:
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Tabla 3.4. Experimento de mdximo ascenso

Variables Variables
Respuesta
Incrementos Codificadas Naturales
X, X, €, £, Y

Origen 0 0 35 155
A 1.00 042 5 2
Origen + A 1.00 042 40 157 41.00
Origen + 2A 2.00 0.84 45 159 42.90
Origen + 3A 3.00 1.26 50 161 47.10
Origen + 4A 4.00 1.68 55 163 49.70
Origen + 5A 5.0 2.10 60 165 53.80
Origen + 6A 6.0 2:52 65 167 59.90
Origen + 7A 7.0 2.94 70 169 65.00

Tabla 3.4. Experimento de mdximo ascenso

Variables Variables
Respuesta
Incrementos Codificadas Naturales
X, X, £ £, Y
Origen + 8A 8.0 336 75 171 70.40
Origen + 9A 9.00 3.78 80 173 77.60
Origen
10.00 423 85 175 80.30
+ 10A
Origen
11.00 4.62 90 177 76.20
+ 11A
Origen
12.00 5.04 95 179 75.10
+ 12A

Fuente: Elaboracion propia con base en (Hurtado & Gomez,
2010)
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Se observa un aumento en respuesta hasta el décimo
incremento. A partir del undécimo se produce un decremento
en rendimiento. Por lo tanto, se debe ajustar otro modelo de
primer orden en su cercania del punto (g =85, =175). La region
explorada para €z2es (80,90) y para €2 es (170,180). Las variables
codificadas son:

(g, — 85)

(e, —175)

= -
= 5

Nuevamente, se usa un diseno factorial 2% Los datos son:

Tabla 3.7. Datos del proceso para segundo modelo de
primer orden

Variables Naturales Variables Codificadas Respuesta
£ £ o X, Y
80 170 -1 -1 76.5
80 180 -1 1 77.0
90 170 1 -1 78.0
90 180 1 1 79.5
85 175 0 0 799
85 175 0 0 803
85 175 0 0 80.0
83 175 0 0 797
85 175 0 0 79.8

Fuente: Elaboraciéon propia con base en (Hurtado & Gomez,
2010)
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Con el método de Minimos Cuadrados Ordinarios, el
modelo de primer orden ajustado es:

Y=7897+1.00X, +0.500X,
Enseguida se presenta su ANOVA:

Tabla 3.8. Andlisis de Varianza o ANOVA

F. de V{Fmr de Variaci G]{Gradui de Libertad) SCl[Sllum de Cuadrados) [:M{nmdrado Medio) Ffl:alm]ada}
0 0 0 0 0 R
VEiviriation actor) | DfDegrees of treadom) | SUI 5Q;5um of square) | MAN 50 ppqansquare) F ValUE Calculatea s
N
_ Y
Total N-1=8 =k Zﬁ“ i
=1
=16.1200
N
_ C.Mpegresiocn | SSR
ssn=z SR | sRp-t sl
Regresion (B, f,) p-1=12 4 0.9 - CMpesiduo | SST
u=1 = 2.5000 —135 w3 mqy
= 5,000 i o
N
Residuo §5E = Z(Yu S| SRAN-p
N-p=6 i=1 =5507 p
(Falta de ajuste) 2 = 111200 = 54540 e
4 =10.9080 =0.0530
(Error puro) =02120

Fuente: Elaboracion propia con base en modificaciones de
(Gonzdlez B. G., Métodos estadisticos y principios de diseno
experimental, 2010) y (Hurtado & Gémez, 2010)

El resultado de prueba de falta de ajuste implica que el

modelo de primer orden no es una aproximacién adecuada,
por lo que se frata de una superficie con curvatura y se logra
llegar a la cercania del éptimo.

El modelo de segundo orden es:

k k
Y= BU+ZBiXi+ZBiiXi2+
i=1 i=1
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En este modelo, B; son coeficientes de regresion para
términos de primer orden, B;; son coeficientes para términos
cuadrdticos puros, |3ij son coeficientes para términos de
producto cruzado o cruz y € es término error aleatorio. Los
términos cuadrdticos puros y cruzados son de segundo orden.
El nUmero de términos en ecuacién estd dado por:

(k + 1)k + 2)
P = 2

Los pardmetros del modelo se estiman mediante Método
de Minimos Cuadrados. Una vez que se tienen estimadores se
sustituyen en ecuaciéon para obtener el modelo ajustado en
el vecindario del valor dptimo de respuesta:

k k k
? = bO I Z biXi T Z anIZ +Zzb” XlX]
i=1 i=1

i<j

La significancia de coeticientes es‘rimc;dos y su ajuste del
modelo se prueban con estadistico F de Fisher Snedecor.
Una vez verificado si el modelo tiene suficiencia de ajuste
y los coeficientes son significativos, se procede a localizar
las coordenadas del “punto estacionario” y se analiza
detalladamente su sistema de respuesta.

De acuerdo con (Montgomery, 2012) y en caso que
exista valor mdaximo, suponiendo que se desea maximizar la
respuesta, serd el conjunto X; = X, = X3 = X, =,..,= X, . Tal que
sus derivadas parciales son: s & & & 5

S—)Q:E:E:S—M:...za_xkz

Donde, el punto (X1,0:X2,0,X3,0,X40, -, Xk0) se denomina
“punto estacionario” y puede ser:

a) Un punto de respuesta mdaxima.

b) Un punto de respuesta minima.

c) Un punto silla (se ubica punto mdximo y minimo
simultdneamente)
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= qu“

£
LB

EEE
4 Bies

s

Fuente: (Zill & Wright, 2011)

Se puede obtener este punto usando notacién matricial
para modelo de segundo orden:

Y =B, +Xb+XBX

Donde:

P Elz 2. ]
P 2, 1 P

X El ~ 2
B Xl b= B, = o B K Gik

X_ M . M y B_ 2 ' .....2

. B M i

P Pre "
2" g K B

Donde, b es vector (k*1) de coeficientes de regresion de
primer orden, B es una matriz simétrica (k*k), cuya diagonal
principalestdformadaporcoeficientesdetérminoscuadrdaticos
puros (Bii) vy elementos fuera de esta corresponden a un
medio del valor de coeficientes cuadraticos mixtos (i, 1 % ).
La derivada de Y respecto a vector X igualada a cero es:
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——

oy b+ 2BX =10
85X B
Tal que, el punto estacionario es la solucion de esta

ecuacion:
1

Xo = — =B 'b
o 2
Se sustituye esta en ecuacion matricial para modelo de

segundo orden:

Hallado el punto estacionario, se caracteriza la superficie
de respuesta. Es decir, se determina si se trata de un punto
de respuesta maximo, minimo o silla (se ubica punto mdaximo
y minimo simultdneamente). La forma directa de hacerlo es
mediante la grafica de contornos del modelo ajustado; sin
embargo, un andlisis mds formal es Util.

Como alternativa se puede expresar la forma de superficie
de respuesta usando un nuevo conjunto de variables
W, Wo, W3, W, =, ..., =W, cuyos ejes representan ejes principales de
superficie derespuesta, interpretados en el punto estacionario
como:

s

1 -3
*y : x,

Fuente: (Zill & Wright, 2011)

Esta da comoresultado el modelo ajustado llamado “forma
candnica”:

V= V) + A WE+ A W2 + 0 W2 4 L, WE 4 - + LW
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Donde, w, son variables independientes transformadas y 2,
son constantes o valores propios también conocidos como
raices caracteristicas, auto valores o eingenvalores tomados
de matriz B.

Lanaturalezade superficiederespuestapuede determinarse
a partir del punto estacionario, el signo y magnitud de A . Si
todas las A;. son posifivas se puede tomar como un punfo de
respuesta minima, si todas las A; son negativas es un punto
de respuesta maxima vy si las A; tienen signos distintos es un
punto de respuesta silla (se ubica punto mdaximo y minimo
simultdneamente).
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El libro “Fundamentos Matemdaticos de Investigacion
Operativa” explora tres dreas clave: programacion lineal,
formulacién de hipdtesis y series de Taylor. A través de teoria 'y
ejemplos prdacticos, ensena coémo aplicar estas herramientas
matemdticas en problemas reales, mejorando la eficiencia y
toma de decisiones. La programacion lineal optimiza recursos
limitados, la formulaciéon de hipdtesis guia la investigacion vy
el andlisis de datos, y las series de Taylor aproximan funciones
complejas, fundamentales en el andlisis numérico y las
ciencias aplicadas.
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